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概率 论 与 数理 统计 作为 现代 数学 的 重要 分 支 ,是 用 定量 的 方法 研究 随机 现象 内 在 规律 
性 的 重要 工具 ,在 自然 科学 、 社 会 科学 和 工程 技术 的 各 个 领域 都 有 极其 广泛 的 应 用 . 随 着 科 
学 技术 的 发 展 、 计 算 机 的 普及 应 用 及 各 类 研究 的 不 断 深入 ,数理 统计 方法 不 断 发 展 ,在 金融 、 
保险 生物、 医学 ,经济 ,管理 和 工程 技术 等 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 ,成 为 许多 前 沿 学 科 如 信 
息 论 ,控制 论 . 人 工 智 能 等 的 基础 . 

“卓越 工程 师 教育 培养 计划 ”( 简 称 “ 卓 越 计 划 ”) 是 贯彻 落实 (国家 中 长 期 教育 改革 和 发 
展 规划 纲要 (2010 一 2020 年 )》 和 《国家 中 长 期 人 才 发 展 规划 纲要 (2010 一 2020 年 )》 的 重大 改 
革 项 目 ,是 促进 我 国 由 工程 教育 大 国 迈 向 工程 教育 强国 的 重大 举措 . 该 计划 的 目的 就 是 培养 
造就 一 大 批 具 有 创新 能 力 并 能 适应 经 济 社会 发 展 需要 的 高 质量 的 工程 技术 人 才 , 为 国家 走 
新 型 工业 化 道路 ,建设 创新 型 国家 和 人 才 强 国 战略 服务 . 

本 书 参照 教育 部 基础 课程 教学 指导 分 委员 会 最 新 的 (工科 类 本 科 数 学 基础 课程 教学 基 
本 要 求 》, 结 合 我 校 “ 卓 越 计划 ”专业 特点 和 “卓越 计划 ”要 求 编写 ,系统 介绍 概率 论 与 数理 统 
计 的 基本 概念 ,基本 理论 和 基本 方法 . 所 选 的 例题 大 都 紧密 结合 生活 和 工程 实际 ,突出 应 用 
背景 . 希望 通过 本 书 能 培养 学 生 的 基本 运算 能 力 ,增强 学 生 分 析 和 解决 实际 遇 到 的 各 种 随机 
性 问题 的 能 力 ,进一步 激发 学 生 学 习 本 课程 的 兴趣 . 本 书 清晰 易 懂 ,易于 入 门 ,便于 教师 教学 
和 学 生 自学 . 

本 书 共 分 为 9 章 , 主 要 内 容 包 括 : 随机 事件 与 概率 、 随 机 变量 及 其 分 布 , 多 维 随机 变量 
及 其 分 布 . 随 机 变量 的 数字 特征 、 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 数理 统计 的 基本 概念 ,参数 估 
计 , 假 设 检验 、 方 差分 析 和 回归 分 析 . 书 中 配备 了 较 多 带 有 应 用 性 的 例题 和 习题 ,并 在 讲解 例 
题 时 指出 所 需 注意 事项 . 书后 附 有 参考 答案 . 

本 书 由 张 子 厚 、 许 伯 生 和 刘 春 燕 策 划 并 组 织 编写 , 张 子 厚 主 审 , 许 伯 生 负 责 统 稿 . 定 稿 . 
参加 编写 的 人 员 有 : 第 1 章 , 周 宇 ; 第 2 章 , 洪 银 萍 ; 第 3 章 、 第 4 章 , 刘 春燕 ; 第 5 章 .第 6 
章 , 许 伯 生 ; 第 7 章 , 刘 瑞 娟 ; 第 8 章 , 朱 荫 ; 第 9 章 , 肖 翔 . 

本 书 是 上 海 工程 技术 大 学 教材 建设 项 目 “ 卓 越 工 程 师 系列 : 概率 论 与 数理 统计 ”的 成 果 
之 一 ,在 编写 过 程 中 得 到 了 上 海 工程 技术 大 学 教务 处 、 数 理 与 统计 学 院 和 数学 教学 部 的 大 力 
支持 , 刘 福 窖 教授 和 李 路 、. 江 开 忠 副教授 对 本 书 的 编写 提出 了 宝贵 的 指导 性 意见 ,在 此 一 并 
表示 感谢 . 
由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 错误 和 不 妥 之 处 在 所 难免 , 诚 忧 希望 广大 读者 批评 指正 . 


编 者 
2018 年 6 月 
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“概率 论 与 数理 统计 ”是 数学 学 科 的 一 个 别 具 特 色 且 应 用 十 分 广泛 的 分 支 . 它 有 自己 独 
特 的 概念 和 方法 ,与 自然 和 社会 现象 紧密 相连 ; 它 与 其 他 学 科 有 紧密 的 联系 ,是 近代 数学 的 
重要 组 成 部 分 . 随 着 科学 技术 的 发 展 ,需要 对 随机 现象 进行 认识 ,数理 统计 方法 越 来 越 广泛 
地 被 人 们 所 采用 ,成 为 许多 前 沿 学 科 如 信息 论 .控制 论 . 人 工 智能 等 的 基础 . 

“卓越 工程 师 教 育 培养 计划 ”( 简 称 “卓越 计划 ”) 是 贯彻 落实 (国家 中 长 期 教育 改革 和 发 
展 规划 纲要 (2010 一 2020 年 )》 和 《国家 中 长 期 人 才 发 展 规划 纲要 (2010 一 2020 年 )》 的 重大 改 
革 项 目 ,是 促进 我 国 由 工程 教育 大 国 迈 向 工程 教育 强国 的 重大 举措 . 该 计划 的 目的 就 是 培养 
造就 一 大 批 具 有 创新 能 力 并 能 适应 经 济 社会 发 展 需 要 的 高 质量 的 工程 技术 人 才 , 为 国家 走 
新 型 工业 化 道路 ,建设 创新 型 国家 和 人 才 强 国 战略 服务 . 

本 书 按照 我 校 “ 卓 越 计划 ”专业 特点 和 “卓越 计划 ”要 求 编写 ,系统 介绍 概率 论 与 数理 统 
计 的 基本 概念 .基本 理论 和 基本 方法 ,注意 培养 学 生 的 基本 运算 能 力 、 分 析 问 题 和 解决 问题 
的 能 力 , 突 出 应 用 背景 ,注重 实用 性 和 应 用 性 ,循序 渐进 ,清晰 易 懂 ,便于 教学 和 学 生 自学 . 

本 书 共 分 9 章 ,主要 内 容 包括 : 概率 论 基 本 概念 .随机 变量 及 其 分 布 . 多 维 随机 变量 及 
其 分 布 、 随 机 变量 的 数字 特征 ,大 数 定律 与 中 心 极限 定理 、 数 理 统计 的 基本 概念 .参数 估 计 、 
假设 检验 ,方差 分 析 和 回归 分 析 . 另外 ,配备 了 较 多 带 有 应 用 性 的 例题 和 习题 ,并 在 讲解 例题 
时 指出 所 需 注意 事项 . 书后 附 有 参考 答案 . 

本 书 由 许 伯 生 和 张 颖 策划 并 组 织 编写 , 许 伯 生 负 责 统 稿 、 定 稿 . 参加 编写 的 人 员 有 : 第 1 
章 周 雷 ; 第 2 章 李 鸿 燕 ; 第 3 章 李 铭 明 ; 第 4 章 滕 晓 燕 ; 第 5 章 张 颖 ; 第 6 章 许 伯 生 ; 第 7 
章 刘 瑞 娟 ; 第 8 章 王 宝 存 ; 第 9 章 肖 翔 . 

本 书 是 上 海 工程 技术 大 学 教材 建设 项 目 “ 卓 越 工 程 师 系列 : 概率 论 与 数理 统计 ”的 成 果 
之 一 ,在 编写 过 程 中 得 到 了 上 海 工 程 技术 大 学 教务 处 .基础 教学 学 院 和 数学 教学 部 的 大 力 支 
持 , 张 子 厚 教授 和 李 路 、 江 开 忠 副教授 对 本 书 的 编写 提出 了 指导 性 的 意见 ,在 此 一 并 表示 
感谢 . 
由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 错误 和 不 妥 之 处 ,欢迎 广大 读者 批评 指正 . 


编 者 
2014 年 6 月 
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概率 论 产 生 于 17 世纪 ,其 伴随 保险 事业 的 发 展 而 发 展 . 概率 论 是 一 门 研究 随机 现象 统 
计 规 律 性 数量 关系 的 数学 学 科 , 促 使 这 门 学 科 产生 的 根源 是 赌博 者 所 提出 的 各 种 输赢 概率 
的 问题 . 概率 论 的 发 展 也 很 大 程度 上 促进 了 数理 统计 的 发 展 . 随 着 时 间 的 推移 ,概率 论 与 数 
理 统计 已 渗透 到 生活 中 的 各 个 领域 . 许多 新 兴起 的 应 用 数学 ,如 信息 论 、 对 策 论 、 排 队 论 、 控 
制 论 等 ,都 是 以 概率 论 作 为 基础 的 . 

本 章 主 要 介绍 概率 论 中 的 基本 概念 、 概 率 的 性 质 、 概 率 的 运算 公式 .古典 概 型 及 伯 努 利 


1.1 基本 概念 


1.1.1 随机 现象 与 随机 试验 


自然 现象 与 社会 现象 从 结果 能 否 预言 的 角度 可 分 为 两 大 类 . 一 类 现象 在 发 生前 能 预言 
结果 .例如 ,刹车 时 ,由 于 惯性 车 体会 继续 行驶 一 段 距离 , 抛 起 重 物 后 会 落下 等 ,这 一 类 现象 
称 为 确定 性 现象 . 另 一 类 现象 是 不 可 预言 结果 的 . 例如 , 抛 起 一 枚 硬币 观察 落地 后 哪 一 面向 
上 ,一 个 电子 元 件 的 寿命 等 . 这 类 现象 的 结果 虽然 不 能 预知 ,但 试验 前 可 能 出 现 的 全 部 结果 
是 知道 的 , 仅 进 行 几 次 试验 看 不 出 规律 ,但 在 相同 条 件 下 通过 大 量 重复 的 试验 ,其 结果 会 呈 
现 某 种 规律 性 ,这 一 类 现象 称 为 随机 现象 . 随机 现象 所 体现 出 的 这 种 规律 性 称 为 统计 规律 
性 ,概率 论 与 数理 统计 就 是 揭示 这 种 统计 规律 性 的 学 科 . 

为 了 揭示 某 种 随机 现象 的 出 现 规律 而 进行 的 大 量 重复 试验 称 为 随机 试验 ,其 具有 以 下 
特点 : 

(1) 试验 可 以 在 相同 条 件 下 重复 进行 ; 

(2) 试验 出 现 多 种 可 能 结果 , 且 所 有 可 能 出 现 的 结果 在 试验 前 能 预先 知道 ; 

(3) 试验 前 不 能 确定 会 出 现 哪 一 个 结果 . 

随机 试验 简称 为 试验 ,通常 记 作 ,Ei,E,,…. 本 书 中 以 后 提 到 的 试验 都 是 指 随机 试 
验 .例如 : 

EE: 毛 一 粒 般 子 ,观察 出 现 的 点 数 . 

Es: 抽查 一 辆 汽车 百 公 里 时 速 的 刹车 距离 . 
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1.1.2 随机 事件 
1. 样本 空间 


由 于 随机 试验 的 所 有 可 能 结果 在 试验 前 是 已 知 的 ,可 以 称 随 机 试验 下 每 一 个 可 能 出 现 
的 结果 为 基本 事件 ,也 称 为 样本 点 ,通常 用 e ,ez ,es ,… 表 示 . 它们 的 全 体 称 为 样本 空间 , 记 
作 S 或 Q. 
例 1-1-1 掷 一 枚 硬币 ,观察 其 朝 上 一 面 的 情况 , 则 样本 空间 可 表示 为 
౨ = (106). 
例 11-22 తలా. జరగటం. టగా శం? 点 ”(i 二 1,2,…,6), 则 样 
本 空间 为 
二 
例 1-1-3 统计 某 路 口 10 内 通过 的 车 辆 数 , 则 样本 空间 为 
S = {0,1,2,3,…}. 
例 1-1-4 在 一 批 汽车 轮胎 中 任意 抽取 一 只 进行 耐久 性 实验 . 车 以 “4” 表示 “轮胎 连续 工 
作 的 寿命 (单位 : h)”, 则 样本 空间 为 
S= {11it 宇 0}. 


2. 随机 事件 


在 进行 随机 试验 时 ,有 时 关心 的 往往 是 带 有 某 些 特征 的 基本 事件 是 否 发 生 . 例如 ， 
例 1-1-3 中 ,研究 “1lh 内 通过 的 车 辆 数 超过 300 辆 ”, 例 1-1-4 中 ,研究 “轮胎 寿命 少 于 
30000”. 这 些 都 是 样本 空间 的 子 集 , 是 包含 了 若干 基本 事件 的 复杂 事件 ,它们 在 试验 中 发 生 
与 否 都 带 有 随机 性 ,我 们 把 这 种 复杂 事件 称 为 随机 事件 ,简称 事件 . 事件 通常 用 大 写字 母 A， 
B,C,… 表 示 . 
在 上 面 的 表述 中 ,“1h 内 通过 的 车 辆 数 超过 300 辆 ”及 “轮胎 寿命 少 于 3000h” 都 是 随机 
事件 ,可 分 别 用 集合 表示 为 
A = {301,302,303,304,.…}; 
B= {i|1:= 3000), 
在 每 次 试验 中 , 当 且 仅 当 试验 出 现 的 结果 为 随机 事件 中 的 一 个 元 素 时 , 称 这 一 事件 发 
ఈ. 例如 例 1-1-2 中 所 述 的 挪 角 子 ,事件 A 表示 出 现 奇 数 点 , 当 掷 到 1 点 时 ,可 以 说 事件 A 
发 生 了 . 
由 于 样本 空间 S 是 它 自身 的 子 集 ,并 且 包 含 所 有 的 样本 点 ,每 次 试验 的 结果 必然 出 现 
在 S 中 ,也 即 S 必然 发 生 , 因 此 称 S 为 必然 事件 . 空 集 信 不 包含 任何 样本 点 , 它 也 是 样本 空 
间 的 子 集 ,所 以 也 作为 一 个 事件 ,由 于 它 在 每 次 试验 中 都 不 发 生 ,因此 称 为 不 可 能 事件 . 
必然 事件 和 不 可 能 事件 本 身 并 无 不 确定 性 ,但 为 今后 讨论 方便 ,我 们 将 它们 作为 随机 事 
件 的 极端 情形 . 


3. 事件 间 的 关系 与 运算 
在 研究 随机 试验 时 ,我 们 发 现 一 个 随机 试验 往往 包含 很 多 随机 事件 ,其 中 有 些 比 较 简 


第 1 章 随机 事件 与 概率 党 
~ 

单 , 有 些 比较 复杂 . 为 了 通过 较 简 单 的 随机 事件 来 揭示 较为 复杂 的 随机 事件 的 性 质 及 规律 ， 
需要 研究 随机 试验 的 各 随机 事件 之 间 的 关系 及 运算 . 

(1) 包含 ， 若 事件 也 的 发 生 必 导致 事件 A 发 生 , 则 称 事件 A 包含 事件 B, 或 称 B 是 A స 
的 子 事件 . 记 为 4౨8 或 BCA( 图 1-1). 

例如 ,在 例 1-1-2 中 , 令 A 表示 "* 掷 出 2 点 ?的 事件 , 即 A 三 {2),B 表 示 ”* 掷 出 偶数 点 ”的 
事件 , 即 B={2,4,6), 则 ACB. 

(2) 相等 ”如 果 ACB, 且 BCA, 则 称 事件 A 等 于 事件 B, 记 为 A=B. 

例如 ,在 例 1-1-2 中 , 令 A 表示 * 掷 到 偶数 点 ”的 事件 ; B 表示 ”* 掷 到 的 点 数 为 2,4,6 之 
一 ”的 事件 , 则 显然 有 A=B. 

(3) 和 ” 称 事 件 A 与 事件 B 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 为 事件 A 与 事件 B 的 和 事件 或 并 
事件 , 记 为 AUB( 图 1-2). 


图 1-1 ADB 图 1-2 AUB 


例如 , 某 车 间 甲 乙 两 台 机 器 加 工 同样 的 产品 , 令 A 表示 “ 甲 生 产 出 次 品 ” 的 事件 ,B 表 
示 “ 乙 生产 出 次 品 ” 的 事件 , 则 AUB 表示 “该 车 间 生 产 出 次 品 ” 的 事件 . 


两 个 事件 的 和 可 推广 到 有 限 个 或 可 列 个 的 情形 . 一 般 用 U A4 表示 n 个 事件 Ai， 


As，… A, 的 和 事件 ; 用 LU Au 表示 可 列 个 事件 A1.As，… 的 和 事件 . 

(4) 积 称 事件 A 与 事件 B 同时 发 生 的 事件 为 A 与 B 的 积 事件 ,简称 为 积 , 记 为 4౧ 
B 或 AB( 图 1-3). 

例如 ,在 例 1-1-2 中 , 令 A 一 { 掷 到 偶数 点 }),B 一 ( 掷 到 的 点 数 不 超 过 3 点 }, 则 ANB= 
{ 掷 到 2 点 }. 


类 似 地 ,用 全 ] A, 表示 个 事件 A1,A:，…,A, 的 积 事件 ; 用 门 A, 表示 可 列 个 事件 
Ai ,A: ,… 的 积 事件 . 


(5) 差 称 事件 A 发 生 但 B 不 发 生 的 事件 为 事件 A 与 事件 B 的 差事 件 , 记 为 A 一 B 
(图 1-4). 


图 1-3 ANB 图 1-4 A 一 B 


例如 ,在 例 1-1-4 中 , 令 = {轮胎 寿命 大 于 25000) ,了 B={ 轮 胎 寿 命 大 于 2000h}, 则 
A 一 B= 名,B 一 A 二 {轮胎 寿命 2000<*x 委 2500}. 


py 
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(6) 互 不 相 容 ” 若 事件 A 与 事件 B 不 能 同时 发 生 , 即 4౧8-068 1-5). 4 与 召 
是 互 不 相 容 的 . 
例如 , 掷 仍 子 时 , 若 A={1 点 向 上 },B={2 点 向 上 ), 则 A 与 B 便 是 互 不 相 容 的 . 


(7) 对 立 ” 称 事件 A 不 发 生 的 事件 为 A 的 对 立 事件 , 记 为 A( 图 1-6). 显然 AUA=S， 
AmnA= 刀 .例如 ,从 有 3 个 次 品 .7 个 正品 的 10 个 产品 中 任 取 3 个 ,车 令 A=={ 取 得 的 3 个 产 
品 中 至 少 有 一 个 次 品 }, 则 A={ 取 得 的 3 个 产品 均 为 正品 }. 


Se 


图 1-5 ANB=@ 图 1-6 A 


4. 事件 的 运算 规律 


在 研究 随机 事件 的 概率 问题 时 ,经 常 需要 对 随机 事件 进行 运算 . 清楚 事件 的 运算 规律 对 
事件 的 运算 有 很 大 帮助 ,将 其 整理 如 下 : 

(1) 交换 律 AUB=BUA,AnB=BnA; 

(2) 结合 律 (AUB)UC=AU(BUO,(ANB)NC=AN(BNO; 

(3) 分 配 律 ANC(BUOC=(ANB)U(ANO,AU(BNO= (AUB NAUO; 

(4) 对 偶 律 AUB=ANB,ANB=AUBE. 

对 偶 律 可 以 推广 到 有 限 个 事件 ， 


U 4 = 让 去 ， 站 4 = UA， 
此 外 ,还 有 如 下 一 些 常用 性 质 : 
AUBDDA，A4UB2>EB( 越 求 和 越 大 ); 
AnBCA，A4AnBCEB( 越 求 积 越 小 ). 
若 ACB, 则 AUB=B, ANB=A,A 一 B=A 一 AB=AB 等 . 
例 1-1-5 考察 居民 对 三 种 报纸 A; ,A: ,A; 的 订购 情况 , 设 事件 A ,A, ,A;s 分别 表示 订 
购 第 一 种 ,第 二 种、 第 三 种 报纸 , 则 
只 订购 第 一 种 和 第 二 种 应 表示 为 A1AsA;; 
订购 第 一 种 或 第 二 种 应 表示 为 గీ UA,; 
只 订购 一 种 报纸 应 表示 为 AAA UA,A:As UAA:A:， 
恰好 订购 两 种 报纸 应 表示 为 A1AsA;UAiAsA;UAA,A;; 
至 少 订 购 一 种 报纸 应 表示 为 AUA: UA:; 
不 订购 任何 报纸 应 表示 为 A1A。A;; 
至 多 订购 两 种 可 表示 为 @ U AiA,A; U AiA,A; U AiA,A; U AAA U AiA,A;U 
AiA;Ai ,这 样 表示 结果 较为 复杂 ,考虑 到 其 对 立 事件 是 三 种 报纸 全 不 订购 ,所 以 还 可 以 表示 
为 AiAsAs 
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习题 1-1 


1. 写 出 下 列 随机 试验 的 样本 空间 : 

(1) 一 袋 中 放 有 10 个 球 , 其 中 5 个 红 球 、5 个 白 球 ,从 中 每 次 任 取 一 个 , 取 到 红 球 为 止 ， 
记录 取 到 红 球 前 取 到 的 白 球 数 ; 

(2) 考虑 班级 中 30 位 同学 的 生日 分 布 情况 . 

2. 设 某 公 司 参加 竞标 , 令 事件 A 表示 第 一 次 竞标 成 功 ,事件 B 表示 第 二 次 竞标 成 功 ， 
试用 A,B 表示 下 列 事件 : 

(1) 两 次 竞标 成 功 ; 

(2) 两 次 竞标 失败 ; 

(3) 恰 有 一 次 竞标 成 功 ; 

(4) 至 少 一 次 竞标 成 功 . 

3. 设 A,B,C 表示 3 个 随机 事件 , 试 将 下 列 事件 用 A,B,C 表示 出 来 : 

(1) B,C 发生,A 不 发 生 ; 

(2) A,B,C 都 发 生 ; 

(3) A,B,C 都 不 发 生 ; 

(4) A,B,C 中 恰好 有 两 个 事件 发 生 ; 

(5) A,B,C 中 至 少 有 一 个 事件 发 生 ; 

(6) A,B,C 中 至 少 有 两 个 事件 发 生 ; 

(7) A,B,C 中 至 多 有 一 个 事件 发 生 ; 

(8) A,B,C 中 至 多 有 两 个 事件 发 生 . 


1.2 频率 与 概率 


在 一 个 随机 试验 中 ,人 们 关心 的 往往 是 其 中 的 某 种 或 某 些 结果 发 生 的 可 能 性 有 多 大 . 例 
如 ,将 来 的 某 天 下 雨 的 可 能 性 , 某 海域 将 来 某 天 有 大 风 的 可 能 性 ,等 等 ,知道 了 这 种 可 能 性 的 
大 小 ,对 指导 人 们 的 生产 生活 有 很 大 帮助 . 这 种 “可 能 性 ”的 数字 度量 就 是 我 们 即将 叙述 的 概 
率 . 为 了 引出 概率 的 定义 , 先 给 出 频率 的 定义 . 


1.2.1 频率 


为 探寻 统计 规律 性 , 需 在 相同 条 件 下 进行 大 量 重复 的 随机 试验 . 随 着 试验 次 数 的 增加 ， 
某 随 机 事件 A 出 现 的 次 数 与 总 试验 次 数 的 比值 跟 该 事件 出 现 的 可 能 性 大 小 有 密切 的 联系 ， 
这 个 比值 就 是 我 们 常 说 的 频率 . 

定义 1-2-1 在 相同 条 件 下 ,进行 n 次 重复 试验 , 设 事件 A 出 现 了 na 次 , 则 称 na 是 事件 
人 发 生 的 频数 ,比值 公称 为 事件 A 的 频率 , 记 作 /,(A), 即 


యు క 
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由 频率 的 定义 易 得 到 以 下 三 个 基本 性 质 . 
(1) 非 负 性 0 委 族 CA) 过 1; 
6 (2) 规范 性 (51; 
(3) 有 限 可 加 性 ”车 A ,As,…,As 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 
jC4U4aAU…UAD= 广 (4) 十 六 (As) 十 … 十 万 (Au). 

大 量 试验 证 实 , 随 着 试验 次 数 增多 , 某 事件 发 生 的 频率 总 具有 一 定 的 稳定 性 ,会 越 来 越 
稳定 地 在 某 个 客观 存在 的 常数 附近 波动 ,这 种 稳定 性 即 是 我 们 前 面 提 到 的 统计 规律 性 的 一 
种 体现 . 下 面 的 例子 是 一 些 学 者 为 了 验证 该 结论 而 进行 的 抛 硬币 的 试验 . 具体 数据 


见 表 1-1. 
表 1-1 
试验 者 抛 硬币 次 数 正面 A 出 现 的 次 数 n4 正面 A 出 现 的 频率 (4) 

德 。 摩 尔 根 2048 1061 0.5180 
蒲 丰 4040 2148 0. 5069 
费 勒 10000 4979 0.4979 
皮尔 还 12000 6019 0.5016 
皮尔 逊 24000 12012 0. 5005 
维尼 30000 14994 0. 4998 
1.2.2 概率 


一 个 随机 事件 的 概率 就 是 该 随机 事件 发 生 可 能 性 大 小 的 数字 度量 . 但 精确 地 刻画 其 定 
义 是 比较 困难 的 ,下 面 从 两 个 角度 来 叙述 概率 的 定义 . 


1. 概率 的 统计 定义 


对 一 个 随机 事件 来 说 , 它 的 概率 可 通过 它 发 生 的 频率 来 反映 ,所 以 频率 与 概率 之 间 应 该 
存在 着 某 种 联系 . 一 个 随机 事件 的 概率 是 由 其 自身 决定 的 ,和 一 辆 汽车 有 其 重量 ,一 块 土地 
有 其 面积 一 样 是 客观 存在 的 ,但 是 随机 事件 的 频率 却 会 随 着 试验 次 数 的 变化 而 不 同 . 从 大 量 
的 随机 试验 来 看 , 随 着 试验 次 数 增加 ,随机 事件 的 频率 会 在 其 概率 附近 越 来 越 稳定 地 摆动 . 
由 此 ,我 们 给 出 概率 的 统计 性 定义 . 

定义 1-2-2 在 相同 条 件 下 ,将 随机 试验 重复 次 , 随 着 随机 试验 次 数 的 增 大 ,如 果 随 
机 事件 A 的 频率 /,(A) 越 来 越 稳 定 地 在 某 一 常数 p 附近 氛 动 , 则 称 常数 p 为 事件 A 的 概 
率 , 记 作 


(గు) = గ. 
概率 的 统计 定义 只 是 一 种 描述 性 定义 ,虽然 告诉 了 我 们 什么 是 概率 ,但 是 还 不 够 严谨 ， 
无 法 具体 确定 定义 中 的 频率 稳定 值 p, 只 能 通过 加 大 试验 次 数 ,将 一 系列 频率 值 的 平均 值 作 
为 p 的 近似 值 .为 了 更 加 准确 地 描述 概率 的 本 质 , 我 们 给 出 下 面 的 公理 化 定义 . 
2. 概率 的 公理 化 定义 (数学 定义 ) 


定义 1-2-3 设 某 随机 试验 的 样本 空间 为 ,如果 对 其 中 每 个 事件 A ,都 存在 一 个 实数 
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P(A) ,满足 下 列 三 条 公理 : 

(1) 非 负 性 ”对 于 每 一 个 事件 A, 有 P(A) 过 0; 

(2) 规范 性 P(S) 一 1; 7 

(3) 可 列 可 加 性 对 于 任 意 的 无 限 可 列 多 个 两 两 互 不 相 容 的 事件 组 Al ,Am ,Am…， 一 
总 成 立 

PC ౮4 లగ ఎ) = PC 十 PC) 十 … 十 PCAD) 十 …， (1.2.1) 

则 称 P(A) 为 事件 A 发 生 的 概率 . 

该 定义 称 为 概率 的 公理 化 定义 ,这 三 条 性 质 是 概率 的 三 个 基本 属性 ,是 研究 概率 的 基础 
与 出 发 点 . 概率 的 公理 化 定义 是 对 概率 的 统计 定义 进行 科学 抽象 的 结果 . 理解 概率 的 定义 
时 ,不 应 该 将 以 上 两 个 定义 当 作 等 价 的 定义 进行 理解 ,而 是 应 该 将 两 者 结合 起 来 ,才能 更 好 
地 把 握 住 概率 的 本 质 . 

由 概率 公理 化 定义 的 三 个 条 件 ,可 以 得 出 概率 的 一 些 基本 性 质 . 


3. 概率 的 性 质 


性 质 1-2-1 P(@)=0. 
性 质 1-2-2( 有 限 可 加 性 ) ”对 于 个 两 两 互 不 相 容 的 事件 Al ,A ,…,A, ,有 
P(A ల4 ల” U A,) = P(A1)+ (41) + P(A,). 
证 在 式 (1.2.1) 中 , 令 A 二 Asts 二 … 二 多 , 则 Ail,…,A,,A,r1，,… 是 一 组 两 两 互 不 
相 容 的 事件 .由 P(Z)==0, 便 得 


PCA UA4:U…U4.)= POU AD 
k=1 
=PCU AD = BPA 
Wy [sn 


= 六 PC 二 pe 
k=1 


大 一 ?1 
=.PtAY+ కి) + ఓ తిండి), 
性 质 1-23 车 ACB, 则 P(B 一 A)==P(B) 一 P(A). 


证 因为 ACB, 所 以 B= 二 AU(B 一 A)( 参 看 图 1-7), 且 AN 
(B 一 A) 王 已 .由 概率 的 可 加 性 得 


(8) = P(AU (6-4) = P(A)+P(B—A), 
即 P(B 一 A)=P(B) 一 P(A). 
特别 地 , 当 B==S 时 ,得 到 如 下 性 质 . 图 1-7 B=AU(B-A) 
性 质 1-2-4 ”对 任意 事件 A,P(A)=1 一 P(A). 
性 质 1-2-5 车 ACB, 则 P(A)<P(B). 
证 由 性 质 1-2-3 及 概率 的 非 负 性 得 0 过 PC(B 一 A)=P(B) 一 P(A), 即 P(A)P(B). 
性 质 1-2-6 ”PCA) 近 1. 
证 由 于 ACS. 由 性 质 1-2-5 及 概率 的 规范 性 可 得 P(A) 二 1. 
性 质 1-2-7( 加 法 公式 ) ”对 任意 事件 A.B, 有 P(AUB)==P(A) 十 P(B) 一 P(AB). 
证 如 图 1-8 所 示 , 由 于 AUB=AU(B 一 AB) 且 ANM(B 一 AB)= 二 如, 由 概率 的 有 限 可 
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加 性 及 性 质 1-2-3 得 


న్‌ 
౨(4 U B)= P(A U (8B—AB)) 
8 @ = P(A)+P(B—AB) 
= P(A)+P(B)— P(AB). 


加 法 公式 可 推广 到 任意 3 个 事件 . 
例如 ,对 任意 3 个 事件 A,B,C, 有 
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) - P(AB)— 
PCBCY.—P(CAY + PCABC)Y. 
更 一 般 地 ,对 于 任意 个 事件 A ,A:,…,A,, 用 数学 归纳 法 可 证 得 


图 1-8 AUB=AU(CB 一 AB) 


P(A U As UUA)= >)PCOAD) 一 >) PCAAi) 十 2) PCOAAIAD 十 … 十 
i=1 


lSi<j<n 1<i<j<khSn 
(一 1 一 PCAA:…A,). 
计算 随机 事件 概率 的 时 候 , 会 经 常用 到 上 述 公式 ,读者 一 定 要 熟练 记忆 . 
例 1-2-1 在 一 次 抽奖 中 , 某 家 庭 有 两 人 参与 ,他 们 抽 到 奖 的 概率 分 别 为 0. 3 与 0. 4 ,都 
拿 到 奖 的 概率 为 0. 1, 求 该 家 庭 能 抽 到 奖牌 的 概率 . 
解 ” 设 4A=!{ 该 家 庭 第 一 人 抽 到 奖 },B={ 该 家 庭 第 二 人 抽 到 奖 ), 则 AUB={ 该 家 庭 抽 
到 奖 }),AB={ 该 家 庭 的 两 人 都 抽 到 奖 } ,由 概率 的 加 法 公式 得 
P(A ౮ 8) = P(A) 十 P(B) 一 P(AB) = 0.3+0.4—0.1= 0.6. 
例 1-2-2 设 A,B,C 为 三 个 事件 ,已 知 P(A)=P(B)=P(C)=0.3,P(AB)=0,P(AC) 
P(BC) 二 0.1, 求 下 列 事件 的 概率 . 
(1) A 发 生 但 C 不 发 生 ; 
(2) 至 少 有 一 个 发 生 ; 
(3) 至 少 两 个 发 生 . 
解 (1) A 发生 但 C 不 发 生 可 表示 为 AC ,由 事件 的 运算 关系 ， 
AC = A—AC, 


所 以 
P(AC) = P(A— AC) 
由 于 A 二 AC, 由 概率 的 性 质 1-2-3 得 
P(A 一 AC) = P(A)— P(AC) = 0.2. 
(2) 3 个 事件 至 少 一 个 发 生 应 表示 为 AUBUC, 由 推广 的 加 法 公式 ,有 
P(AU BUC)= P(A)+P(B)+P(C)— P(AB)— P(BC) - P(CA)+ P(ABC). 
其 中 ,由 于 ABCCAB, 故 P(ABC) 达 P(AB)==0, 因 此 P(ABC)==0, 所 以 
P(AUBUC)=0.3+0.3+0.3—0.1—0.1= 0.7. 

(3) 3 个 事件 至 少 有 两 个 发 生 可 表示 为 ABU BCUAC, 由 于 AB,BC,AC 中 任意 两 个 事 

件 的 交 事 件 或 3 个 事件 的 交 事 件 都 是 ABC, 所 以 
P(AB U BC ౮ AC) = P(AB)+P(BC)+P(AC)—2P(ABC) = 0.2 


第 1 章 “随机 事件 与 概率 “> 


习题 1-2 


1. 某 市 发 行 晨报 和 晚报 . 在 该 市 的 居民 中 ,订阅 晨报 的 占 30% ,订阅 晚报 的 占 50%% , 同 
时 订阅 晨报 及 晚报 的 占 5% , 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 只 订阅 晚报 的 ; 

(2) 至 少 订阅 一 种 报纸 的 ; 

(3) 只 订阅 一 种 报纸 的 ; 

(4) 不 订阅 任何 报纸 的 . 

2. 设 A,B 为 两 个 事件 , 且 P(A)=0.7,P(A 一 B)=0.3, 求 P(AB). 

3. 设 事件 A,B 及 A UB 的 概率 分 别 为 p,qg 及 r, 求 : P(AB),P(AB),P(AB) 及 
P(AB). 

4. 设 A,B 互 不 相 容 ,P(A)==p,P(B)==g, 求 P(AUB),P(AUB),P(AB),P(AB). 


1.3 等 可 能 概 型 


求 出 随机 事件 发 生 的 概率 可 以 给 和 人们 的 生产 生活 带 来 很 大 的 方便 ,但 是 很 多 随机 试验 
中 随机 事件 的 概率 是 不 容易 甚至 不 可 能 求 出 的 ,其 中 较为 容易 求解 的 是 等 可 能 概 型 .求解 过 
程 中 会 用 到 如 下 预备 知识 . 

计数 原理 : 完成 一 件 工作 共有 N 类 方法 . 在 第 一 类 方法 中 有 mi 种 不 同 的 方法 ,在 第 二 
类 方法 中 有 ms 种 不 同 的 方法 ，…… ,在 第 N 类 方法 中 有 mw 种 不 同 的 方法 ,那么 完成 这 件 
工作 共有 mr 十 mz 十 … 十 mw 种 不 同方 法 ,这 称 为 加 法 原理 . 例如 ,从 A 地 到 B 地 可 以 选择 乘 
火车 ,也 可 以 选择 乘 飞 机 ,火车 有 6 个 班次 ,飞机 有 3 个 航班 ,所 以 A 地 到 B 地 共有 6 十 3 二 9 
种 方法 . 

完成 一 件 工 作 共 需 N 个 步骤 : 完成 第 一 个 步骤 有 ma 种 方法 ,完成 第 二 个 步骤 有 ms 种 
క ,完成 第 N 个 步骤 有 mw 种 方法 ,那么 ,完成 这 件 工 作 共 有 ma Xm XX… Xmw 种 
方法 ,这 称 为 乘法 原理 . 例如 ,从 A 地 途经 B 地 再 到 C 地 ,已 知 A 地 到 B 地 有 3 条 路 ,B 地 
到 C 地 有 4 条 路 ,由 于 A 地 到 B 地 是 A 地 到 C 地 的 第 一 步 ,B 地 到 C 地 是 A 地 到 C 地 的 第 
二 步 ,所 以 A 地 到 C 地 总 共有 3X4 王 12 条 路 . 

排列 数 与 组 合 数 : 

不 重复 的 排列 : 从 个 不 同 元 素 中 不 重复 任意 地 选取 个 元 素 ,按照 一 定 顺 序 排 成 一 
个 序列 ,这 样 的 所 有 排列 的 个 数 称 为 从 个 元 素 中 不 重复 地 取出 m 个 元 素 的 排列 数 , 记 作 


Ar( 或 Pr) ,根据 乘法 原理 ,Ar 一 一 2 一 an 。 (za 一 1D) 。…。(n 一 m 十 1). 


(2 一 72)1 
可 重复 的 排列 : 从 个 不 同 元 素 中 可 重复 ,任意 地 选取 7? 个 元 素 ,按照 一 定 顺序 排 成 一 
个 序列 ,这 样 的 所 有 排列 的 个 数 称 为 从 个 元 素 中 可 重复 地 取出 m 个 元 素 的 排列 数 ,根据 
乘法 原理 ,所 有 不 同 的 排 法 有 n” 种 . 
组 合 : 从 个 不 同 元 素 中 任意 不 重复 地 选取 m 个 组 成 一 组 ,这 样 的 所 有 组 合 的 个 数 称 
为 从 个 元 素 中 取出 m 个 元 素 的 组 合 数 , 记 作 Cx ,根据 乘法 原理 及 排列 数 的 定义 ,有 
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以 下 常用 的 性 质 应 熟练 记忆 : C==1,C”= 二 Csr",C 十 Cl 十 … 十 Cr 二 2". 


1.3.1 上 古典 概 型 


对 于 给 定 的 一 个 随机 事件 ,如 何 求 出 它 的 概率 是 概率 论 的 最 基本 的 问题 ,其 中 最 简单 的 
是 前 面 提 到 的 抛 硬币 తలా?) ఈ. 这 类 随机 试验 具有 以 下 特征 : 

(1) 全 部 基本 事件 的 个 数 是 有 限 的 ; 

(2) 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 

将 满足 上 面 两 个 条 件 的 随机 试验 模型 称 为 古典 概 型 . 

下 面 通过 取 球 的 例子 引入 求解 古典 概 型 中 随机 事件 概率 的 方法 . 

例如 ,一 个 袋子 中 有 10 个 球 ,分 别 标 有 号 码 1,2,…,10, 其 中 1 一 3 号 是 红 球 ,4 一 10 号 
是 黑 球 ,现在 从 袋 中 任意 取出 一 个 球 , 设 取 到 每 个 球 的 概率 都 一 样 . 令 A=={ 取 到 3 号 球 } = 
{3},B=={ 取 到 红 球 }=={1,2,3}. 此 试验 样本 空间 为 S 一 {1,2,…,10} ,于 是 ,应 有 

1= P(S) =10P(A)， 即 P(A) =0.1. 


而 
3 B 事 
BBY ౩6కు ఆ = 0 వ | 
更 一 般 地 , 设 试验 的 样本 空间 为 ={e1 ,es，…,e,). 由 于 在 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 的 
可 能 性 相同 , 即 
Pl({e}) = P({es}) = * = P({e,)), 
注意 到 
Pl{e} U {es} UU {e,}) = P(S)=1, 
Pl{e} U {ez} ఆ“ ఆ (4) = P({e1})+P({es))+t+ + క((4)) = nP({e)), 
于 是 
P((te)) = స వ 
若 随 机 事件 A 包含 & 个 样本 点 , 即 A= {ei ,es ,ex 六 则 
P(A)= P( U (జ )) = సంజ) 
了 一 1 | 
టం 
శస 
所 以 有 计算 公式 


A 包含 的 样本 点 数 _ 
?POD = కనాన ఆ” 


现在 举 一 些 常见 的 古典 概 型 的 例子 . 

例 1-3-1( 分 球 问题 ) 袋 中 有 同 规格 的 10 个 球 ,其 中 5 个 红 球 ,5 个 黑 球 ,分 别 按 下 列 三 
种 取 法 在 袋 中 取 球 . 

(1) 从 袋 中 取 两 次 球 ,每 次 取 一 个 ,看 后 放 回 袋 中 ,再 取 下 一 个 球 ; 
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(2) 从 袋 中 取 两 次 球 ,每 次 取 一 个 ,看 后 不 再 放 回 袋 中 ,再 取 下 一 球 ; 

(3) 从 袋 中 任 取 两 个 球 . 

在 以 上 三 种 取 法 中 均 求 A={ 恰 好 取得 2 个 红 球 } 的 概率 . 

解 (1) 从 袋 中 取 两 球 ,第 一 次 取 球 有 10 种 取 法 ,由 于 取 后 放 回 ,第 二 次 取 球 也 有 10 
种 取 法 ,由 计数 法 的 乘法 原理 ,共有 10X10==100 种 取 法 ,因此 样本 空间 所 含 样本 点 总 数 为 
100. 又 由 于 每 次 从 10 个 球 中 任 选 1 个 ,每 个 球 被 取 到 的 机 会 均等 ,因此 这 100 个 基本 事件 
发 生 的 可 能 性 相同 . 两 次 都 取 到 红 球 , 则 第 一 次 有 5 种 取 法 ,第 二 次 也 有 5 种 取 法 . 因此 ,两 
次 都 取 到 红 球 的 方法 数 为 5X5==25 种 ,所 以 


= 
P(AY = థా 02% 


(2) 无 放 回 取 球 时 ,第 一 次 取 球 有 10 种 取 法 ,由 于 不 放 回 ,所 以 第 二 次 有 9 种 取 法 ,这 
样 共有 10X9=90 种 取 法 . 两 次 都 取 到 红 球 时 ,第 一 次 有 5 种 取 法 ,第 二 次 有 4 种 取 法 , 因 
此 ,可 能 情况 数 为 5X4 三 20, 所 以 

20 


P(A)= ర్‌ ౫ 0. 22, 


(3) 一 次 取 球 时 ,从 10 个 球 任意 取 两 个 ,总 取 法 为 Ci 二 45, 恰 好 取 到 两 个 红 球 的 取 法 
有 = 二 10 种 ,所 以 
= 
P(A) = 15 ~ 0.22. 


由 该 题 第 (3) 种 情况 的 解 题 过 程 ,容易 推导 出 下 面 更 一 般 的 一 次 取 球 问题 : 
设 袋 中 及 n 个 同 规格 的 球 ,其 中 有 & 个 红 球 和 一 k 个 白 球 ,从 中 抽取 m 个 球 ,其 中 恰 
有 j 个 红 球 的 概率 (nn 二 m,k 三 7 应 为 


(1.3.1) 


这 是 因为 从 个 球 中 一 次 抽取 m 个 ,所 有 可 能 的 取 法 共有 C” 种 , 即 样本 空间 中 样本 点 
总 数 是 ౮. 取 m 个 球 恰好 有 j 个 红 球 时 ,可 看 作 先 从 & 个 红 球 中 取 j 个 , 取 法 有 Ci 种 ; 然 
后 从 2 一 A 个 白 球 中 取 普 一 个 ,所 有 可 能 的 取 法 有 CC 种 ,因此 , 据 乘法 原理 ,从 个 球 中 
抽取 m 个 , 恰 有 j 个 红 球 的 取 法 有 Gi， C3 了 种 ,因此 得 到 上 面 的 概率 . 

式 (1. 3.1) 称 为 超 几何 分 布 的 概率 公式 . 

例 1-3-2( 分 房 问 题 ) 将 个 人 分 入 m 个 房间 中 去 , 设 每 个 房间 的 容量 是 无 限 的 , 试 求 
下 列 事件 的 概率 : 

(1) 恰 有 nn 个 房间 各 有 一 人 (m 宇 0); 

(2) 至 少 有 两 人 分 在 一 间 房 间 . 

解 (1) 令 A={ 恰 有 nn 个 房间 各 有 一 人 } ,因为 每 个 人 都 有 m 种 分 法 ,所 以 基本 事件 的 
总 数 为 m". 车 要 恰 有 nn 个 房间 各 有 一 人 , 需 先 选 nn 间 房 ,共有 Cs 种 方法 ; 再 在 nn 间 房 中 每 
间 各 分 一 个 人 ,共有 n! 种 方法 . 由 乘法 原理 知 恰 有 个 房间 各 有 一 人 共有 ౧1 = 2! 种 分 法 . 
因此 
Ges nh 

m ~ 


P(A) = 
(2) 设 B 一 { 至 少 有 两 人 分 在 一 间 房 }, 不 难看 出 ,B 一 A ,所 以 
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加 


P(B)=1—P(A)=1 


例 1-3-3( 取 数 问题 ) ”从 {0.1,…,9} 这 10 个 数字 中 任意 不 放 回 的 接连 取 3 个 ,并 按 其 
出 现 的 先后 排 成 一 个 多 位 数组 (0 在 第 一 位 也 看 成 是 数组 ) , 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 排 成 一 个 数组 中 不 含 0 和 5; 

(2) 排 成 的 数组 含 0 不 含 5; 

(3) 排 成 一 个 三 位 数 的 偶数 ; 

(4) 排 成 一 个 大 于 500 的 三 位 数 . 

解 令 A={ 排 成 一 个 数字 中 不 含 0 和 5},B={ 排 成 的 数字 含 0 不 含 5} ,C= {构成 一 
个 三 位 偶数 },D=={ 构 成 一 个 大 于 500 的 三 位 数 }. 

(1) 从 {0,1,…,9} 这 10 个 数字 中 随机 的 不 放 回 的 接连 取 3 个 数字 排 成 多 位 数 , 第 一 位 
取 法 有 10 种 ,第 二 位 可 从 剩 下 的 9 个 数字 中 任 选 1 个 , 取 法 有 9 种 ,类 似 地 ,第 三 位 有 8 种 
取 法 ,所 以 总 取 法 有 10X9X8=720 种 ; 要 想 使 排 成 的 数字 中 不 含 0 和 5, 由 于 是 无 放 回 抽 
取 , 所 以 第 一 次 抽取 有 8 种 可 能 ,第 二 次 抽取 有 7 种 可 能 ,第 三 次 抽取 有 6 种 可 能 ,因此 , 排 
法 有 8X7X6=336 种 , 则 


nm 


_ 336 ~ 
P(A) = 720 ~ 0.47. 


(2) 车 排 成 的 数字 含 0 不 含 5, 三 个 数字 中 一 个 是 0, 另 外 两 个 从 剩 下 9 个 数字 中 取 丙 
个 ,共有 C3 种 方法 ,然后 对 取出 的 三 个 数字 排队 ,每 个 组 合 的 排队 方法 有 3! 种 . 所 以 根据 乘 
法 原理 知 , 排 成 的 数字 含 0 不 含 5 的 方法 数 共 有 ౧౮౫3! =216 种 ,因此 


216 
) 一 二 ”一 0.3. 
P(B 720 0.3 


(3) 若 排 成 三 位 数 的 偶数 , 则 第 一 位 不 能 是 0, 第 三 位 只 能 是 偶数 . 如 果 第 三 位 为 0, 则 
第 一 位 选取 方法 有 9 种 ,第 二 位 选取 方法 有 8 种 ,共有 9X8=72 种 ; 如 果 第 三 位 不 是 0, 则 
第 三 位 的 选取 方法 有 4 种 ,又 0 不 能 在 第 一 位 ,因此 第 一 位 选取 方法 有 8 种 ; 第 二 位 可 以 在 
除去 第 三 位 和 第 一 位 的 两 个 数字 之 外 剩 下 的 8 个 数字 中 任意 选取 ,因此 第 二 位 有 8 种 选取 
方法 ,共有 4X8X8 王 256 种 .所 以 


అ ౨ 72 十 256 _ 328 = 
P(O 一 一 5 一 入 0 一 0.46. 


(4) 若 排 成 大 于 500 的 三 位 数 , 则 第 一 位 可 从 {5,6,7,8,9} 中 任 选 一 个 ,共有 5 种 选 法 . 
第 二 位 从 剩 下 的 9 个 数字 中 选取 ,共有 9 种 选 法 . 同 理 , 第 三 位 有 8 种 选 法 . 所 以 , 排 成 大 于 
500 的 三 位 数 的 方法 共有 5X9X8 王 360 种 ,所 以 
360 _ 


P(D) = 720 = 0. 5. 


以 上 几 个 例子 涵盖 了 很 大 一 部 分 的 古典 概 型 问题 ,其 他 许多 古典 概 型 问题 都 可 以 按照 
上 面 几 个 问题 来 解决 ,读者 应 熟练 掌握 . 
1.3.2 几何 概 型 


在 古典 概 型 中 ,要 求实 验 的 结果 是 有 限 的 ,这 是 一 个 很 大 的 限制 ,因为 人 们 在 研究 古典 
概 型 时 ,发现 有 一 类 随机 试验 所 有 可 能 的 结果 数 是 无 限 个 . 例如 等 公交 车 候车 的 时 间 ; 某 
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一 网 页 中 ,悬浮 广告 天 挡 住 的 区 域 等 . 在 这 类 随机 试验 中 ,只 考虑 随机 现象 的 可 能 结果 只 有 

有 限 个 是 不 够 的 ,还 必须 计算 有 无 限 个 可 能 结果 的 情形 . 早期 研究 样本 空间 有 无 限 个 样本 点 

的 概率 模型 是 几何 概率 模型 . 13 
设 样本 空间 S 是 平面 上 的 一 个 区 域 ,面积 记 为 cs ,随机 事件 A 是 S 中 的 一 个 子 区 域 , 面 

积 记 为 o4. 现任 意 投 一 点 到 S 中 ,假定 点 落 入 S 内 任 一 同 面积 的 子 区 域 A 的 可 能 性 都 相同 ， 

这 种 可 能 性 的 大 小 与 ma 成 正比 ,而 与 A 的 位 置 和 形状 无 关 . 这 与 古典 概 型 中 的 等 可 能 性 概 

型 类 似 . 由 此 ,我 们 规定 ,随机 事件 A 的 概率 为 


P(A) = 64, 
os 


S 可 推广 为 欧 氏 空间 上 的 某 一 区 域 . 这 种 以 等 可 能 性 为 基础 ,借助 几何 上 的 度量 (长 度 、 
面积 ,体积 等 ) 来 计算 得 到 的 概率 称 为 几何 概率 . 其 计算 公式 为 
_ A 所 占 的 度量 

S 的 几何 度量 " 

例 1-3-4 甲乙 两 人 约定 在 下 午 4:00 一 5:00 间 在 某 地 相 见 . ， 
他 们 约 好 当 其 中 一 人 先 到 后 一 定 要 等 另 一 人 15min, 若 另 一 人 仍 60 
不 到 则 可 以 离 去 , 试 求 这 两 人 能 相 见 的 概率 . 

解 设 z 为 甲 到 达 时 间 ,y 为 乙 到 达 时 间 . 建立 坐标 系 , 如 
图 1-9 所 示 , 则 |z 一 y| 三 15 时 两 人 可 相 见 , 即 两 人 见面 时 间 表示 
的 点 落 到 阴影 部 分 时 可 相 见 , 所 以 


P(A) 


15 


60-45 7 of 15 60% 
౯ 60 ఇ 图 19 
习题 13 
1. 从 一 批 由 45 件 正 品 、5 件 次 品 组 成 的 产品 中 任 取 3 件 产品 , 求 其 中 恰 有 一 件 次 品 的 


2. 现 有 10 卷 书 要 放 到 书架 上 去 ,其 中 成 套 的 书 有 两 种 ,一 套 3 卷 , 另 一 套 4 卷 ,考虑 如 
下 4 种 放 法 : 

(1) 3 卷 一 套 的 放 在 一 起 ; 

(2) 4 卷 一 套 的 放 在 一 起 ; 

(3) 两 套 各 自 放 在 一 起 ; 

(4) 两 套 至 少 有 一 套 放 在 一 起 . 

求 各 种 放 法 的 概率 . 

3. 从 标号 1 号 到 15 号 的 赛车 中 任意 选 出 3 辆 , 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 选 到 的 赛车 最 小 号 码 是 5; 

(2) 选 到 的 赛车 最 大 号 码 是 5. 

4. 从 5 双 不 同 的 手套 中 任 取 4 只, 求 4 只 手套 都 不 配对 的 概率 . 

5. 某 公 司 给 客户 送 17 桶 外 形 一 样 的 油漆 ,其 中 白 漆 10 桶 , 黑 漆 4 桶 , 红 漆 3 桶 . 由 于 
搬运 过 程 中 不 小 心 ,标签 全 部 脱落 , 交 货 人 随意 将 油漆 发 给 客户 , 现 有 一 客户 订货 为 4 桶 白 
漆 ,4 桶 黑 漆 ,2 桶 红 漆 , 求 该 客户 能 如 数 得 到 订货 的 概率 . 
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6. 一 个 球场 上 的 22 位 队员 中 ,至 少 有 两 人 生日 在 同月 同日 的 概率 是 多 少 ? 

7. 某 4S 店 从 厂家 接 到 10 辆 同型 号 小 轿车 , 售 出 3 辆 . 厂家 发 现 该 4S 店 的 10 辆 车 中 
14 ”由 于 发 动机 问题 有 三 辆 需要 召回 维修 , 求 : 

(1) 3 辆 已 售 出 的 车 都 不 需要 召回 的 概率 ; 

(2) 3 辆 已 售 出 的 车 惟有 一 辆 需要 召回 的 概率 ; 

(3) 3 辆 已 售 出 的 车 至 少 有 两 辆 需要 召回 的 概率 . 

8. 12 支 足 球 队 中 有 3 支 种 子 队 , 均 分 3 组 比赛 . 求 3 支 种 子 队 : 

(1) 分 在 不 同 组 的 概率 ; 

(2) 分 在 同一 组 的 概率 ; 

(3) 至 少 有 两 组 被 分 到 一 组 的 概率 . 

9. 设 r,y 为 任意 两 个 数 , 且 满足 0<z<<1,0<y<1, 求 xy<< 二 的 概率 . 

10. 两 人 约定 中 午 11:00 一 12: 30 在 某 饭 店 吃饭 , 求 一 人 要 等 另 一 人 半 小 时 以 上 的 

概率 . 
11. 一 袋 中 有 红 、 白 、 黄 球 各 一 个 ,有 放 回 地 摸 三 次 ,每 次 一 球 , 求 ; 
(1) 三 次 全 红 的 概率 ; (2) 三 次 不 全 红 的 概率 ; (3) 三 次 全 不 红 的 概率 . 


1.4 条件 概率 与 全 概率 公式 


在 研究 概率 问题 时 ,经 常会 碰 到 两 个 或 多 个 事件 之 间 相互 影响 的 情况 .已 经 知道 某 事 件 
发 生 了 ,然后 再 求 另 一 个 事件 发 生 的 概率 . 例如 掷 一 粒 货 子 , 掷 出 6 点 的 概率 是 十, 但 如 果 已 


知 掷 出 的 是 偶数 点 , 则 是 6 点 的 概率 为 二 因此 ,给 定 条 件 下 求解 某 事件 的 概率 与 直接 求解 
该 事件 的 概率 是 有 区 别 的 . 这 就 是 本 节 要 讨论 的 条 件 概 率 问 题 . 


1.4.1 条 件 概率 的 概念 及 计算 


在 已 知事 件 B 发 生 条 件 下 ,事件 A 发 生 的 概率 称 为 在 条 件 B 下 ,事件 A 的 条 件 概 率 ， 
记 为 P(A1B). 由 上 面 毛 角 子 的 例子 可 以 看 到 ,条 件 概 率 P(A1B) 与 无 条 件 概率 P(A) 通 常 
是 不 相等 的 . 先 通 过 下 面 例子 了 解 一 下 条 件 概 率 . 

例 1-4-1 某 班级 有 40 人 ,其 中 团员 15 人 . 现 将 该 班 均 分 为 4 个 小 组 ,第 一 小 组 有 团员 
4 人 ,现在 从 该 班 选 一 名 同学 当班 长 , 令 A={ 选 出 的 同学 是 第 一 小 组 ),B= { 选 出 的 同学 是 


4 
40 而 


_10 _15 
团员 }). 易 知 ,P(A) 而 ;PCB) 一 和 ,PCAB) 


న న 二 和 
PNB) = వాం = ppp” అటి! తుం 


上 述 关系 虽然 是 在 特殊 情形 下 得 到 的 ,但 它 对 一 般 的 古典 概率 、 几 何 概 率 也 成 立 . 
以 古典 概 型 为 例 , 设 样本 空间 中 样本 点 总 数 为 个 ,事件 B 所 包含 的 样本 点 数 为 m 个 ， 
事件 AB 所 包含 的 样本 点 数 为 个 ,在 B 已 经 发 生 的 条 件 下 ,相当 于 样本 空间 从 S 缩小 到 
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B, 于 是 ,事件 A 的 概率 为 


20412) = జీ = కై 一 世人 


72/7 P(B) 
在 这 个 关系 式 的 基础 上 ,给 出 以 下 条 件 概 率 的 定义 . 


P(AB) 


定义 1-4-1 设 A,B 为 两 个 事件 ,上 且 P(B) 二 0, 则 称 P(A1B) 二 cB 为 在 事件 B 发 
生 的 条 件 下 ,事件 A 发 生 的 条 件 概率 .同样 地 ,如 果 PCA)0, 则 称 PCB1A) 一 事 和 为 在 


事件 A 发 生 条 件 下 ,事件 B 的 条 件 概率 . 
容易 验证 ,条 件 概率 P(A1B) 满 足 概 率 公理 化 定义 中 的 三 个 条 件 , 即 : 
(1) 非 负 性 对 于 每 一 个 事件 A, 有 P(A1B) 宇 0; 
(2) 规范 性 ”P(S1B)=1; 
(3) 可 列 可 加 性 ”对 于 两 两 互 不 相 容 的 事件 组 Ai ,As,…,A,,…, 总 成 立 
PCA IIBUA1BU…UA,1BU…) 
=P(Ai | B) 十 P(A, | B) 十 … 十 P(A, | B) 十 …. 
因此 1. 2 节 中 概率 的 一 些 重要 结果 对 条 件 概率 依然 适用 . 例如 ,对 于 事件 Al,A,, 若 
P(CB) 二 0, 则 有 
P(A, | B) = 1 一 P(A, | B)， 
P(A1 U A: | B) = P(A | B) 十 P(A, | B) 一 P(A,A, | B)， 


计算 条 件 概率 时 ,通常 有 两 种 方法 : 

(1) 由 问题 本 身 条 件 概率 的 含义 计算 (通常 适用 于 古典 概 型 ,如 例 1-4-1); 

(2) 由 条 件 概率 的 定义 计算 . 

利用 第 一 种 方法 解决 的 问题 一 般 较 为 简单 . 例如 , 抛 一 枚 硬币 两 次 ,已 知 两 次 结果 相同 ， 
求 两 次 都 是 正面 向 上 的 概率 . 

该 试验 的 样本 空间 为 =={( 正 , 正 ),( 正 , 反 ),( 反 , 正 ),( 反 , 反 )). 而 两 次 结果 相同 的 样 
本 点 共有 两 个 , 即 ( 正 , 正 )、( 反 , 反 ), 这 是 根据 条 件 “ 压 缩 ” 过 后 的 样本 空间 , 即 把 不 符合 条 件 
的 样本 点 从 样本 空间 中 剔除 ,这 样 从 压缩 过 后 的 样本 空间 求 条 件 概率 比 直接 求解 要 方便 得 


多 , 易 得 出 所 求 条 件 概率 已 一 起. 


例 1-4-2 某 种 动物 由 出 生活 到 20 岁 的 概率 为 0.8, 活 到 25 岁 的 概率 为 0.4, 问 现年 20 
岁 的 这 种 动物 再 活 到 25 岁 的 概率 是 多 少 ? 

解 令 A={ 活 到 20 岁 },B 二 { 活 到 25 ఈ). 

由 条 件 知 P(A)=0. 8, 若 该 动物 活 到 25 岁 , 则 必定 活 到 20 岁 , 所 以 BCA,AB=B， 
(8) = (48) =0. 4 因此 现年 20 岁 的 这 种 动物 再 活 到 25 岁 的 概率 为 


PCAB) _P(B) _05 
PCA) PAA 


1.4.2 乘法 公式 、 全 概率 公式 及 贝 叶 斯 公式 
求解 实际 问题 的 概率 时 ,有 时 仅仅 用 概率 的 性 质 推 导 是 十 分 复杂 的 ,这 就 要 求 我 们 找 出 


P(B |A) = 


< 
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更 多 的 规律 去 求解 各 种 各 样 的 概率 问题 . 
1. 乘法 公式 


研究 概率 问题 时 ,有 时 候 根 据 问题 本 身 很 容易 求 得 概率 P(A1B) 与 PCB) ,而 直接 求解 
P(AB) 是 困难 的 ,这 时 只 需 对 条 件 概率 公式 进行 变形 即 可 求解 . 变形 之 后 的 公式 称 为 乘法 
公式 . 

乘法 公式 ”如 果 P(B) 二 0, 则 有 P(AB)=P(B)P(A1B). 

类 似 地 ,如 果 P(A)>0, 则 有 P(AB) 王 PCA)P(CBIA). 

例 1-4-3 看 报纸 广告 的 人 占 该 报 读者 的 15% ,其 中 30% 的 人 看 了 广告 后 去 看 商品 , 求 
读者 看 广告 且 看 商品 的 概率 . 

解 令 A={ 读 者 看 广告 ),B={ 读 者 看 商品 }. 

由 条 件 易 知 P(A)=0.15,P(CBIA)=0.3, 故 由 乘法 公式 ,所 求 概 率 为 

P(AB) = P(A)P(B | A) = 0.15 X0.3 = 0.045. 

乘法 定理 可 推广 到 有 限 多 个 事件 的 情形 . 设 Ai ,A: ,…,A, 为 nn 个 事件 ,n 宇 2, 且 

P(AA:…A,-i) 二 0, 则 有 
(గగ? గు) = P(A)P(A, | AD)P(CA | AlA)…P(CA, | గరగ). 
特别 地 ,对 于 A,B,C 三 个 事件 , 当 P(AB) 二 0 时 , 则 有 
P(ABC) = P(A)P(B | A)P(C | AB). 

例 1-4-4 10 个 考 答 中 有 4 个 难 签 ,三 个 人 参加 抽签 (无 放 回 ) . 甲 先 抽 , 乙 随后 抽 , 丙 最 
后 抽 . 试 求 : (1) 甲 . 乙 、 丙 都 抽 到 难 签 的 概率 ; (2) 甲 , 乙 、 丙 分 别 抽 到 难 签 的 概率 . 

解 ” 令 A,B,C 分 别 表示 甲乙 、 丙 抽 得 难 签 的 事件 . 

(1) 三 人 都 抽 到 难 签 可 表示 为 ABC, 由 三 事件 的 乘法 原理 知 : 

P(ABC) = P(A)P(B| A)P(C1AB)= 和 .3.2-1. 


(2) 甲 抽 得 难 签 的 概率 为 PCA)= 丰 =0.4. 


由 于 B=ABUAB, 故 乙 抽 得 难 签 的 概率 为 
(8) = P(AB U AB) = P(AB) 十 PCAB) 


= P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A)= 


同样 地 , 丙 抽 得 难 签 的 概率 为 
P(C) = P(ABC ౮ ABC U ABC ౮ ABC) = P(ABC)+ P(ABC)+ P(ABC) + P(ABC), 
其 中 

P(ABC) = శః P(ABC) = P(A)P(CB1A)PCC1AB) 一 一 .一 .二 二 一， 


4 3 
10 了 十 


BC) = BB B= 
P(ABC) = PCA)P( 互 | A)PCC145) =శ్చే స్ట్‌ -స్టై =శ్యో 
PABC) = BR)P( 记 | MDPC తు తం న్‌ ఎడే = 

10 "9 8 一 1 


所 以 
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ల టు 
P(O) = స్థిర ర ళ్‌ 0% 
从 例 1-4-4 中 可 以 看 出 ,多 个 人 抽签 时 , 先 抽 与 后 抽 中 签 的 概率 相等 . 
2. 全 概率 公式 


在 上 面 例 1-4-4 中 求解 P(B) 以 及 P(C) 时 ,直接 求解 是 复杂 的 ,这 时 可 以 将 它们 看 成 
多 个 两 两 不 相 容 的 事件 的 和 事件 来 求解 . 这 就 是 全 概率 公式 的 思想 .下面 先 给 出 完备 事件 组 
完备 事件 组 ”如 果 一 组 事件 A ,A;,,… ,A, 在 每 次 试验 中 必 发 生 且 仅 发 生 一 个 , 即 


UA:=S, ANA,=2, Vizj, 


则 称 此 事件 组 为 该 试验 的 一 个 完备 事件 组 或 样本 空间 3 的 一 个 有 限 划分 . 
定理 1-4-1 设 S 是 随机 试验 E 的 样本 空间 ,A,B,,B,,…,B, 为 E 的 事件 , 若 P(B,) 之 
0 (=1,2,…,n), 且 Bi,B;,…,B, 是 样本 空间 S 的 一 个 划分 , 则 


P(A) = 2)P(B)P(A | B,). (i 
i=]1 
证 因为 
A= AS = A(B, ౮8 U…U B,) 
= గక U ౧48౩ U … U గక. 
由 有 Bi 王妃 ,可知 


(AB) (AB)) =, 7400 20 一 1.2 
根据 已 知 条 件 P(B,) 二 0(i 王 1,2,…,z) ,由 概率 的 有 限 可 加 性 及 乘法 定理 ,得 
P(A)= P(AB,) 十 P(AB,) 十 … 十 PCAB,) 
= P(B,)P(A | B,) 十 P(B,)P(A | B:) 十 … 十 P(B,)P(CA | క) 


= >)P(B,)P(A | క. 


我 们 称 式 (1. 4. 1) 为 全 概率 公式 . 利用 全 概率 公式 可 以 将 求 复杂 事件 的 概率 问题 分 为 若 
干 互 不 相 容 的 简单 情形 来 处 理 . 

例 1-4-5 有 两 个 口袋 , 甲 袋 中 盛 有 两 个 白 球 ,一 个 黑 球 ; 乙 袋 中 盛 有 一 个 白 球 ,两 个 黑 
球 . 由 甲 袋 中 任 取 一 球 放 入 乙 袋 ,再 从 乙 袋 取出 一 球 , 问 从 乙 袋 中 所 取 的 球 为 白 球 的 概率 是 
多 少 ? 

解 ” 设 由 甲 袋 中 任 取 一 球 放 入 乙 袋 中 时 ,取得 的 是 白 球 记 为 Bi , 黑 球 记 为 B, ,从 乙 袋 
中 取得 白 球 的 事件 记 为 A, 则 


二 未 四 15 
P(A) = PPBYPA | క ce 


例 1-4-6 盒 中 放 有 12 个 乒乓 球 , 其 中 9 个 是 新 的 ,第 一 次 比赛 时 ,从 盒 中 任 取 3 个 使 
用 ,用 后 放 回 盒 中 ,第 二 次 比赛 时 ,再 取 3 个 使 用 , 求 第 二 次 取出 的 都 是 新 球 的 概率 . 

解 求解 这 类 问题 的 关键 是 找到 样本 空间 的 一 个 合适 的 划分 ,第 二 次 取出 的 球 全 是 新 
球 可 分 为 以 下 4 种 情况 ,第 一 次 取出 的 球 有 i 个 新 球 ,i 二 0,1,2,3, 令 万 一 !{ 第 一 次 比赛 时 取 


LO 
人 概率 论 与 数理 统计 (第 2 版 ) 
=. 


出 的 3 个 球 中 有 i 个 新 球 } ,i 二 0,1,2,3,A 二 {第 二 次 比赛 取出 的 3 个 球 均 为 新 球 } , 则 {HH。， 
Hi ,H;, Hs} 是 样本 空间 的 一 个 划分 , 且 由 古典 概 型 知道 


全 టక CC _G 
P(H) = గ్రా PH) Ce PIH) చ 
而 
GG _G = జన 
P(A | Ho) = Gr PA 1H) = GG" PA | H;) = ల | H;) = గ 


由 全 概率 公式 可 得 所 求 的 概率 


3 
P(A) = >)P(CHD)P(CA | H;) = 0.146. 
i=0 


3. 贝 叶 斯 公式 


在 例 1-4-6 中 ,所 求 的 取 到 白 球 的 概率 是 根据 以 往 的 数据 来 分 析 得 到 的 ,这 类 问题 所 求 
的 概率 叫 先 验 概率 . 如 果 已 知 取 到 的 球 为 白 球 , 求 该 白 球 来 自 甲 袋 或 乙 袋 的 概率 ,这 类 问题 
是 根据 实验 结果 来 推断 引起 该 结果 的 原因 的 概率 , 称 为 后 验 概率 . 后 验 概率 是 条 件 概 率 ,将 
条 件 概 率 公 式 与 全 概率 公式 结合 起 来 , 便 得 到 专门 处 理 这 类 问题 的 贝 叶 斯 公式 . 

定理 1-4-2 设 试验 EE 的 样本 空间 为 S,A 为 一 个 随机 事件 ,Bi,B,,…,B, 为 S 的 一 个 
划分 , 且 P(A)0,P(B;) 之 0Gi=1,2,…,n), 则 
P(BIP(A| 8), 


>)P(B)P(CA | 8 
i=l 


PCB | A) 


上 式 称 为 贝 叶 斯 公式 . 
证 由 条 件 概率 的 定义 及 全 概率 公式 ,有 
౨48 PCBD)P(A | 8 
P(A) కై " 
>)PCB)P(CA | 8 


如 果 研究 问题 时 样本 空间 只 含有 两 个 基本 事件 ,此 时 ,全 概率 公式 及 贝 叶 斯 公式 中 一 
2, 将 Bi 记 作 B,B, 则 为 B, 相 应 公式 分 别 为 
P(A) = P(B)P(A | B)+P(B)P(A | క, 


P(B)P(A | 8) 
P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B) 


例 1-4-7 在 例 1-4-5 中 ,如 果 已 知 从 乙 袋 中 所 取 的 球 是 白 球 , 问 此 情况 下 ,从 甲 袋 中 所 
取 的 球 为 白 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 由 甲 袋 中 任 取 一 球 放 入 乙 袋 中 时 ,取得 的 是 白 球 记 为 8, , 黑 球 记 为 B:, 从 乙 袋 
中 取得 白 球 的 事件 记 为 A. 根据 题 意 ,所 求 的 概率 为 P(B;1A) ,由 贝 叶 斯 公式 得 


PCB | A) k=1,2,.,n. 


P(B|A) 


టి! 
లు 18 PCB,)PCA1B,) గో 4 
POBIP(ATB)TPBIPANB) 2v211xl 5 


ట్రా i 
例 1-4-8 用 甲 胎 和 蛋白 法 普查 癌症 . 令 A 二 {检测 结果 为 阳性 } ,B= {被 检测 者 患 癌症 }， 
由 过 去 的 资料 知 ,P(A1B) 二 0.95,P(A1B) 二 0.9, 设 被 普查 的 人 群 患 癌症 的 概率 是 0. 0004. 


= 
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求 检查 结果 为 阳性 的 人 真 的 患 癌 症 的 概率 . 
解 ” 由 题 意 可 知 ,所 求 概率 为 P(B|A), 由 于 是 后 验 概率 ,所 以 直接 想到 用 贝 叶 斯 公式 


解决 , 即 19 
మ తాలి రాండి | 8)” 
其 中 
P(B) = 0.0004, P(B) = 1 一 0.0004 = 0. 9996, 
P(A|B)=0.95, (4 | = 1 一 P(A | 五 ) = 0.1， 
所 以 


0. 0004౫0. 95 
0. 0004౫0. 95 +-0. 9996 ౫0. 1 


从 本 例 可 以 看 到 , 先 验 概率 与 后 验 概率 相差 较 大 ,所 以 读者 在 解决 实际 问题 时 一 定 要 清 
楚 求解 的 是 哪 一 种 概率 . 像 本 例 中 如 果 将 两 者 混淆 ,将 给 患者 造成 巨大 的 不 良 影响 . 


习题 14 


1. 已 知 P(A)=0.3,P(B|A)=0.2,P(A1B)=0.5, 求 P(AUB). 

2. 毛 两 粒 般 子 , 已 知 两 粒 散 子 的 点 数 之 和 为 5, 求 其 中 有 一 颗 为 1 点 的 概率 . 

3. 袋 中 有 5 把 钥匙 ,只 有 一 把 能 打开 门 ,从 中 任 取 一 把 去 开门 . 求 在 以 下 两 种 情况 下 ， 
第 三 次 能 打开 门 的 概率 : 

(1) 有 放 回 ; (2) 无 放 回 . 

4. 某 种 感冒 病毒 对 某 种 药物 耐 药 48h 的 概率 为 0.9, 耐 药 720 的 概率 为 0. 3. 求 现 已 经 
耐 药 48h 的 该 种 感冒 病毒 还 能 耐 药 24h 的 概率 . 

5. 袋 中 有 4 个 黑 球 ,1 个 白 球 ,每 次 从 中 任 取 一 个 ,并 换 入 一 个 黑 球 ,这 样 连续 进行 下 
去 , 求 第 三 次 取 到 黑 球 的 概率 . 

6. 从 {0,1,2,…,9} 中 随机 地 取出 两 个 数 , 求 其 和 大 于 10 的 概率 . 

7. 设 有 来 自 两 个 地 区 的 各 50 名 、30 名 考生 的 报名 表 , 其 中 女生 的 报名 表 分 别 为 10 份 、 
18 份 ,随机 地 取 一 个 地 区 的 报名 表 , 从 中 先后 抽取 出 两 份 . 

(1) 求 先 抽 到 的 是 女生 表 的 概率 ; 

(2) 已 知 先 抽 到 的 是 女生 表 , 求 后 抽 到 的 也 是 女生 表 的 概率 . 

8. 设 有 一 箱 产品 是 由 三 家 工厂 生产 的 ,甲乙 \ 丙 三 厂 的 产量 比 为 2: 1: 1, 已 知 甲乙 
两 厂 的 次 品 率 为 2%, 丙 厂 的 次 品 率 为 4%, 现 从 箱 中 任 取 一 产品 . 

(1) 求 所 取得 产品 是 甲 厂 生产 的 次 品 的 概率 ; 

(2) 求 所 取得 产品 是 次 品 的 概率 ; 

(3) 已 知 所 取得 产品 是 次 品 , 问 是 由 甲 厂 生 产 的 概率 是 多 少 ? 

9. 一 袋 中 装 有 7 个 正品 硬币 ,n 个 次 品 硬币 (次 品 硬币 的 两 面 都 印 有 国徽 ), 从 袋 中 任 
取 一 枚 硬币 ,已 知 将 它 投掷 -次 ,每 次 都 得 到 国徽 . 问 这 枚 硬币 为 正品 的 概率 是 多 少 ? 

10. 10 名 球员 进行 投篮 训练 ,其 中 有 6 人 是 专业 球员 ,4 人 是 业余 球员 . 专业 球员 命中 
率 为 0.8, 业 余 球 员 命中 率 为 0. 3. 现 有 一 球员 投篮 命中 , 求 他 是 专业 球员 的 概率 . 


PB | 4) 


0. 0038. 
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1.5 事件 的 独立 性 ” 伯 努 利 概 型 


1.4 节 由 条 件 概率 公式 推导 出 了 乘法 公式 P(AB)=P(A)P(CBIA) ,那么 如 果 事件 A,B 
互相 没有 联系 ,也 就 是 说 ,A 发 不 发 生 跟 B 没关系 ,会 发 生 什么 样 的 结果 呢 ? 


1.5.1 事件 的 独立 性 


直观 地 说 ,对 于 随机 事件 A,B, 如 果 其 中 一 个 事件 发 生 与 否 不 影响 另 一 个 事件 的 概率 ， 
则 称 事件 A,B 相互 独立 . 

用 数学 语言 来 表示 ,车 事件 A,B 相互 独立 , 则 P(A1B)==P(A), 且 P(BIA)==P(B). 由 
条 件 概率 的 计算 公式 及 以 上 两 个 式 子 .不 难得 到 , 当 事 件 A,B 相互 独立 时 ,P(AB) = 
P(A)P(B). 由 此 ,我 们 给 出 更 为 精确 的 两 事件 相互 独立 的 数学 定义 . 

定义 1-5-1 设 A,B 为 两 个 事件 ,如 果 P(AB) 二 P(A)P(B), 则 称 事件 A 与 事件 B 相 
互 独立 . 

例 1-5-1 抛 两 枚 均匀 的 硬币 , 令 A= {第 一 枚 硬币 出 现 正面 Z},B={ 第 二 枚 硬币 出 现 
反面 F} ,下 面 我 们 利用 公式 来 验证 A,B 是 相互 独立 的 . 

该 随机 试验 的 样本 空间 S={(Z,Z),(Z,PF),CF,Z),CF,F)} ,每 种 情况 出 现 的 概率 都 


是 十, 而 A={(2Z,2),(Z,F)},B={(Z,F),(F,F)},AB={(2Z,F)}, 由 此 知 ,由 于 P(A)= 


20 


P(B)= 冯 ,PCAB) 一 二 =PCA)P(B) , 故 由 独立 性 定义 知 A,B 相 互 独立 . 
例 1-5-2” 设 有 两 元 件 , 按 串联 和 并 联 方式 构成 两 个 系统 1. 1 (౫4|| 1-10) ,每 个 元 件 
తనా. 的 可 靠 性 ( 即 元 件 正常 工作 的 概率 ) 为 ౧౮0౦౧౧౬1). 假定 两 元 件 
系统 I 工作 彼此 独立 , 求 两 系统 的 可 靠 性 . 
a 解 令 A={ 元 件 a 正 常 工作 },B={ 元 件 6b 正常 工作 }, 且 
| | 4A,B 独 立 .Ci 一 { 系 统 工 正 常 工作 六 Cs: 一 (系统 耻 正 常 工作 } 
系统 工 于 是 系统 工 的 可 靠 性 为 
图 110 P(Ci) = P(AB) = P(A)P(B) = గ; 
系统 了 的 可 靠 性 为 


P(C) = P(A ౮ 8) = P(A)+P(B)— P(AB) = 2r—r. 

由 上 面 计 算 可 以 看 出 ,并 联系 统 开 的 可 靠 性 大 于 串联 系统 工 的 可 靠 性 . 

在 研究 随机 事件 的 独立 性 时 , 需 研 究 的 随机 事件 往往 会 超过 两 个 ,下 面 给 出 多 个 随机 事 
件 相互 独立 的 概念 . 

定义 1-5-2 ”对 个 事件 Al,As,…,A,, 若 对 任意 有 (2 三 k 志 nn) 及 满足 1 二 记过 i 二 … 二 
i 二 nn 的 任意 整数 去 ,is,… ,i ,等 式 

P(A క్యు కు) = PCA P(A, )*…P(A; ) 

总 成 立 , 则 称 Ai ,A;,…,A, 为 相互 独立 的 事件 . 

下 面 几 个 结论 在 计算 概率 时 经 常用 到 . 

(1) A,B 相互 独立 ,A,B 相互 独立 ,A,B 相互 独立 ,A,B 相互 独立 四 个 命题 中 一 个 成 


as 
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立 , 则 其 他 三 个 必 成 立 . 
事实 上 , 设 A,B 成立, 即 (48) = (4) (9) ,于 是 有 
P(AB)= P(A 一 AB) = P(A)— P(AB) = (4) - P(A)P(B) 21 
= PCA)[1 一 PCB)] = P(A)P(B), 
故 A 巨 独立 .类 似 地 可 证 明 其 他 结论 ,在 此 不 再 更 述 . 


(2) 如 果 Ai తలలు 相互 独立 , 则 P( 门 శా PCD. 


(3) 如 果 Al ,As，,…,A, 相互 独立 , 则 P( (| Ai)= 1 一 Te». 

在 实际 应 用 中 ,判定 事件 的 独立 性 时 往往 不 是 根据 定义 ,而 是 根据 实际 意义 . 一般 地 ,如 
果 根 据 实 际 情况 分 析 , 事 件 A 与 事件 B 之 间 没 有 联系 , 则 认为 它们 是 相互 独立 的 . 

例 1-5-3 一 口袋 中 有 4 只 球 ,一 只 涂 白色 ,一 只 涂 红色 ,一 只 涂 蓝 色 , 男 一 只 涂 有 白 、 
红 、 蓝 三 色 . 现 从 袋 中 随机 抽取 一 球 ,以 A,B,C 分 别 表示 事件 “取出 的 球 涂 有 白色 ”,“ 取 出 
的 球 涂 有 红色 ”,“ 取 出 的 球 涂 有 蓝 色 ”, 试 判断 A,B,C 是 否 两 两 独立 ,是 否 相 互 独立 . 

解 ” 据 题 设 有 P(A) 二 P(B)==P(C) ,P(AB) P(BC)=P(AC) ,P(ABC)= 


于 ,所 以 A,B,C 两 两 相互 独立 但 三 者 不 相互 独立 . 


例 1-5-4 甲乙 、 丙 三 人 分 别 破译 一 个 密码 ,他 们 译 出 的 概率 分 别 为 , 问 能 将 


此 密码 译 出 的 概率 是 多 少 ? 
解 设 A,B,C 分别 表 示 甲 . 乙 、 丙 译 出 密码 , 则 所 求 概 率 为 
P(AUBUO=1—P(AUBUC)=1—P(ABC) 


=1—P(AIP(BIP(CC) = 1= 和 XZ 
一 1 一 P(A)P(B)P(C) = 1 一 寺 X 本 X 玫 一 可 . 


例 1-5-5 设 有 nn 个 人 向 保险 公司 购买 人 身 意外 险 (保险 期 为 1 年 ), 假 定投 保 人 在 一 年 
内 发 生意 外 的 概率 为 0.01, 求 ， 
(1) 保险 公司 有 理赔 发 生 的 概率 ; 
(2) n 为 多 大 时 ,保险 公司 有 理赔 发 生 的 概率 超过 0.5. 
解 (1) 设 A; 表示 事件 “第 i 个 投保 人 出 现 意 外 ”(i 二 1,2,…,n),A 表示 事件 “保险 公 
司 有 理赔 发 生 ”, 则 Ai ,A;,… ,A 相互 独立 , 且 A=A,UA:U…UA4,. 因 此 
P(A)= 1—P(AU A U -UA,) 
一 1 一 PCAD)P(A,)…P(CA,) 
一 1 一 (0.99)". 
(2) 由 ౯(4)20. 5.88 1 一 (0. 99)"20. 5.1% 


11,1 
క్‌” సై శ్ర 


lg2 
72 2 = 1౬99 x 684. 2, 
即 当 投保 人 数 不 低 于 685 人 时 ,保险 公司 有 大 于 一 半 的 概率 有 理赔 发 生 . 


本 例 表 明 ,虽然 概率 为 0. 01 的 事件 是 小 概率 事件 , 它 在 一 次 试验 中 几乎 不 会 发 生 ; 但 
车 重复 做 n 次 试验 ,只 要 n 宇 685, 则 该 小 概率 事件 至 少 发 生 一 次 的 概率 超过 0. 5, 且 当 
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mco 时 ,P(A) 一 1. 因 此 不 能 忽视 小 概率 事件 . 


15.2 伯 努 利 概 型 


下 面 利 用 独立 性 来 研究 一 类 问题 . 这 类 问题 需 将 某 试验 重复 进行 次 , 且 每 次 试验 中 任 
何 一 事件 的 概率 不 受 其 他 次 试验 结果 的 影响 ,此 种 试验 序列 称 为 n 次 独立 试验 序列 . 例如 ， 
独立 地 毛 骨 子 次 ,独立 地 测试 台 发 动机 的 功率 ,等 等 . 

下 面 介绍 独立 试验 序列 中 的 一 种 重要 类 型 : n 重 伯 努 利 试验 . 

定义 1-5-3 设 正 是 随机 试验 ,在 相同 的 条 件 下 将 试验 下 重复 进行 2 次 ,如 果 

(1) 由 这 次 试验 构成 的 试验 序列 是 独立 试验 序列 ; 

(2) 每 次 试验 有 且 仅 有 两 个 结果 : 事件 A 和 事件 A; 

(3) 每 次 试验 中 事件 A 的 概率 P(A) 二 p( 常 数 )， 
则 称 该 试验 序列 为 n 重 伯 努 利 试 验 ,简称 伯 努 利 试验 或 伯 努 利 概 型 . 

例如 ,(1) 抛 硬币 10 次 观察 出 现 正面 向 上 的 次 数 ; 

(2) 向 目标 独立 地 射击 次 ,每 次 击 中 目标 的 概率 为 如 ,观察 击 中 目标 的 次 数 . 

下 面 给 出 2 重 伯 努 利 概 型 的 计算 公式 . 

定理 1-5-1 设 n 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 的 概率 为 p(0 二 p 二 1), 则 次 试验 中 事件 A 
恰好 发 生 次 的 概率 P,(k) 为 

P,(k) = Ctp'g™*, k=0,1,.,n, 

其 中 g=1 一 p. 

证 由 于 每 次 试验 中 事件 A 都 是 相互 独立 的 ,因此 在 指定 的 & 个 试验 中 事件 A 发 生 ， 
而 在 其 余 n 一 k 个 试验 中 事件 A 不 发 生 ( 例 如 在 前 次 试验 中 发 生 , 而 在 后 n 一 k 次 试验 中 
不 发 生 ) 的 概率 为 

pepe epe 1—p)e (1-ల) * “౨ (1—p)=p (1— Pp" = pq, 
个 mk 个 

由 于 这 种 指定 的 不 同方 式 共 有 C* 种 ,而 且 它们 是 两 两 互 不 相 容 的 ,根据 概率 的 有 限 可 

加 性 ,可 知 在 次 试验 中 事件 A 恰好 发 生 & 次 的 概率 为 
Ph) = లో Fp pa = Cpa 
个 


容易 验证 
న. 一 Dctprgr = (p+q)"=1. 

例 1-5-6 某 一 问题 共有 5 个 解答 ,其 中 只 有 一 个 是 正确 的 ,共有 5 名 考生 ,他 们 全 部 做 
了 回答 . 试 求 : 

(1) 解答 正确 者 惟有 2 人 的 概率 ; 

(2) 解答 正确 者 至 少 有 2 人 的 概率 ; 

(3) 解答 正确 者 的 人 数 为 2 和 3 的 概率 . 

解 ” 由 题 意 可 知 这 是 一 个 5 重 伯 努 利 试验 ,每 个 考生 答对 的 概率 p= 证. 令 B= 二 { 解 答 
正确 者 惟有 2 人 },C 二 {解答 正确 者 至 少 有 2 人 },D 二 {解答 正确 者 的 人 数 为 2 和 3}, 则 由 伯 
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努 利 概 型 的 计算 公式 可 得 
(1) P(B)=Ci x (ఫ్ర x (#)=°. 2048; 


of సీ 4 (4) (4) 
(2) P(C)=1—P;(0)—P;(1)=1 (షై) | 


=1-0. 32768 一 0. 4096=0. 26272; 


2 3 3 1 
(3) P(D)=P;(2)+P;(3) a(3 】 (ఫ్రే +ం(ఫ) 图 0. 256. 


习题 1-5 


1. 设 P(A)==0.7,P(B)=0.8,P(BIA)==0. 8. 问 事件 A 与 B 是 否 相 互 独立 ? 

2. 设 事件 A,B 相互 独立 ,两 者 都 不 发 生 的 概率 为 二 , 且 PCAB) 一 PCAB) , 求 P(A). 
3. 设 A,B,C 三 个 事件 相互 独立 , 且 P(A)=P(B)=P(C)=0.5, 求 PCAUBUC)， 
4.。 某 次 研究 生 考试 中 , 设 甲 . 乙 \ 丙 三 人 考 中 的 概率 分 别 为 PCA) 一 二 ,PCA:) స్తా, 
P(As) 一 言 , 且 各 自考 中 的 事件 是 相互 独立 的 , 求 ; 


(1) 三 人 都 考 中 的 概率 ; 
(2) 只 有 两 人 考 中 的 概率 . 


5. 电路 中 三 个 元 件 分 别 记 作 a.b,c, 且 三 个 元 件 一 
能 否 正常 工作 是 相互 独立 的 . 设 ,bc 三 个 元 件 正常 系统 I 
工作 的 概率 分 别 为 0.9,.0.6 和 0.7, 求 图 1-11 的 两 个 
系统 中 电路 发 生 故 障 的 概率 . dd < 

6. 设 每 次 射击 命中 率 为 0.2, 问 至 少 进行 多 少 次 
射击 ,才能 使 至 少 命中 一 次 的 概率 不 小 于 0. 9? 系统 

7. 电话 站 为 300 个 电话 用 户 服务 ,在 1h 内 每 个 క) 112 


电话 用 户 使 用 电话 的 概率 为 0. 01, 求 在 10 内 有 4 个 用 户 使 用 电话 的 概率 . 

8. 某 仪器 有 三 个 独立 工作 的 元 件 ,损坏 的 概率 都 是 0. 1, 当 一 个 元 件 损坏 时 ,机 器 发 生 
故障 的 概率 是 0. 25; 当 两 个 元 件 损坏 时 ,机 器 发 生 故 障 的 概率 是 0. 6; 三 个 元 件 全 损坏 时 ， 
机 器 发 生 故 障 的 概率 是 0. 95. 求 仪器 发 生 故 障 的 概率 . 


随机 变量 及 其 分 布 


在 第 1 章 中 ,我 们 研究 了 随机 事件 及 其 概率 ,建立 了 概率 论 中 的 一 些 基本 概念 . 通过 随 
机 事件 的 概率 计算 ,初步 了 解 了 定量 描述 和 研究 随机 现象 及 其 统计 规律 性 的 基本 方法 . 然而 
概率 是 集合 函数 ,这 就 给 问题 的 研究 带 来 一 些 困难 . 

为 了 全 面 地 研究 随机 试验 的 结果 ,揭示 随机 现象 的 统计 规律 性 ,我 们 将 随机 试验 的 结果 
数量 化 , 它 将 使 我 们 可 以 借助 微 积分 的 知识 对 上 述 问题 进行 更 广泛 、 深 入 的 研究 和 讨论 . 随 
机 变量 的 引进 是 概率 论 发 展 史 上 的 重大 事件 , 它 使 概率 论 的 研究 从 随机 事件 转变 为 随机 


变量 . 

本 章 将 介绍 随机 变量 的 概念 、 分 布 及 一 些 常见 的 典型 分 布 的 概念 及 其 计算 ,最 后 介绍 随 
机 变量 函数 的 分 布 . 
2.1 随机 变量 


我 们 讨论 过 不 少 随机 试验 ,其 中 有 些 随 机 试验 的 结果 本 身 就 是 数量 ,有 些 结果 本 身 虽然 
不 是 数量 ,但 可 以 用 数量 来 表示 试验 的 结果 . 

例 2-1-1 在 测试 灯泡 使 用 寿命 的 试验 中 ,如 果 以 X 表示 灯泡 的 寿命 , 则 X 可 能 取 
[0, 十 cs) 中 的 任 一 个 数 .那么 X 的 取 值 依赖 于 试验 结果 , 当 试 验 的 结果 确定 了 ,X 的 取 值 也 
就 随 之 确定 . 

例 2-1-2 ”考察 “ 掷 硬 币 ? 这 一 试验 , 它 有 两 个 结果 :“ 出 现 正 面 ? 或 “出 现 反面 ”该 试验 
结果 与 数值 没有 直接 联系 , 若 引 入 变量 X, 并 规定 “出 现 正 面 ?对 应 数 1 出现 反面 ?对 应 数 
0, 那 么 一 旦 试验 的 结果 确定 ,X 的 取 值 也 随 之 确定 . 

从 上 述 两 例 中 可 以 看 出 ,无 论 试验 结果 本 身 与 数量 是 否 有 关 , 都 可 以 把 试验 的 每 个 结果 
与 实数 对 应 起 来 , 即 把 试验 结果 数量 化 . 由 于 这 样 的 数量 依赖 于 试验 的 结果 , 随 试验 结果 的 
不 同 而 变化 ,所 以 它 的 取 值 具有 随机 性 , 称 这 样 的 变量 为 随机 变量 . 因此 可 以 说 ,随机 变量 是 
试验 结果 的 函数 . 

一 般 地 ,有 以 下 定义 : 

定义 2-1-1 设 已 是 随机 试验 ,S 是 它 的 样本 空间 ,如 果 对 S 中 的 每 一 个 样本 点 ec, 有 一 
个 实数 X(Ce) 与 之 对 应 , 则 称 这 样 一 个 定义 在 样本 空间 S 上 的 单 值 实 值 函 数 X=X(Ce) 为 随 
机 变量 . 
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本 书 中 ,我 们 通常 用 大 写 的 字母 X,Y,Z,W.… 来 表示 随机 变量 . 而 用 小 写 的 字母 z,y， 
xzu,… 来 表示 随机 变量 的 取 值 . 

引入 随机 变量 后 ,我 们 就 可 以 用 它 来 描述 事件 . 事实 上 ,任何 一 个 随机 事件 都 可 以 用 随 2 
机 变量 的 不 同 取 值 或 不 同 的 取 值 范围 来 表示 ; 反 过 来 随机 变量 的 不 同 取 值 或 取 值 范围 也 表 
示 某 一 个 随机 事件 . 例如 ,在 例 2-1-1 中 ,用 {X 宇 1000) 表 示 事 件 { 灯 泡 的 寿命 超过 10000). 
在 例 2-1-2 中 ,用 {X=1}) 表 示 事 件 {出 现 正面 }. 一 般 地 ,对 于 任意 实数 集合 L, 将 XX 在 L 上 
取 值 写成 {XEL), 它 表示 事件 {e|X(e)EL), 即 由 ౨ 中 使 得 X(Ce)EL 的 所 有 样本 点 e 所 组 
成 的 事件 . 

要 注意 的 是 ,随机 变量 不 同 于 普通 的 函数 , 它 的 定义 域 为 样本 空间 , 取 某 值 具有 一 定 的 
概率 , 即 随机 变量 的 取 值 随 试验 的 结果 而 定 , 而 试验 的 各 个 结果 出 现 有 一 定 的 概率 ,在 试验 
之 前 只 知道 其 可 能 的 取 值 范围 ,而 不 能 预知 其 具体 的 取 值 . 例如 ,在 例 2-1-2 中 ,P{X=1)= 
六 一 般 地 ,PIXEL}==P({elX(e)EL)). 


由 上 ,我 们 很 容易 注意 到 ,要 掌握 随机 变量 的 变化 规律 ,不 仅 要 给 出 随机 变量 的 取 值 范 
围 ,还 要 知道 它 以 多 大 的 概率 取 这 些 可 能 性 .我 们 把 随机 变量 可 能 的 取 值 范围 和 取 这 些 值 的 
相应 概率 称 作 这 个 随机 变量 的 概率 分 布 . 

按照 随机 变量 取 值 的 不 同情 况 , 随 机 变量 可 以 分 为 两 类 : 若 全 部 可 能 取 到 的 值 是 有 限 
个 或 无 限 可 列 个 ,这 种 随机 变量 称 为 离散 型 随机 变量 ,如 例 2-1-2 中 的 随机 变量 ; 若 随 机 变 
量 的 取 值 无 法 按 一 定 的 次 序 一 一 列举 , 则 称 之 为 非 离散 型 随机 变量 . 非 离散 型 随机 变量 中 最 
重要 的 是 连续 型 随机 变量 . 本 章 只 讨论 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 . 


习题 2-1 


1. 引入 适当 的 随机 变量 描述 下 列 事件 : 

(1) 将 三 个 球 随机 地 放 入 三 个 格子 中 ,事件 A={ 有 1 个 空格 },B=={ 有 2 个 空格 } ,C= 
{全 有 球 ); 

(2) 进行 5 次 试验 ,事件 D={ 试 验 成 功 1 次 },E={ 试 验 至 少 成 功 1 次 },F= {试验 最 多 
成 功 4 次). 


2.2 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 


2.2.1 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 


容易 知道 ,要 掌握 一 个 离散 型 随机 变量 X 的 统计 规律 ,必须 上 且 只 需 知 道 X 的 所 有 可 能 
取 值 以 及 取 每 一 个 可 能 值 的 概率 . 
设 离散 型 随机 变量 X 的 所 有 可 能 取 值 为 zx(& 王 1.2,…),X 取 各 个 可 能 值 的 概率 , 即 事 
件 {X 一 ze)} 的 概率 为 
P{X= x) = Pp, k=1,2,. స్మ] 
则 称 式 (2. 2. 1) 为 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 或 分 布 律 . 
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X 的 分 布 律 也 常用 表格 形式 给 出 : 
X Xl Xz అలం చ 
pe pi p: tt p» 
由 概率 的 定义 ,pi(k 二 1,2,…) 具 有 以 下 两 条 基本 性 质 : 
(1) 非 负 性 ,pi 宇 0,k=1,2,…; (30220 
(2) తటి ల = 1 (2.2.8) 
去 


例 2-2-1 某 射 手 进行 独立 射击 训练 , 共 射 击 3 次 ,每 击 中 目标 1 次 得 1 分 .已 知 该 射手 
击 中 目标 的 概率 均 为 0.4, 设 该 射手 的 得 分 为 X, 求 X 的 分 布 律 . 
解 XX 的 所 有 可 能 取 值 为 0,1,2,3. 事 件 {X=k} 表 示 三 次 射击 中 恰 有 (k==0,1,2,3) 
次 击 中 目标 ,所 以 
P{X = 0} = C3 (0.4)° (0.6)? = 0.216, 
P{X = 1} ='C 0 00.6) = 0.4325 
P{X = 2} = C3 (0.4)2 (0. 6)! 一 0.288， 
P{X = 3} = C3 (0. 4)» (0. 6)° = 0. 064. 


于 是 X 的 分 布 律 为 
X 0 1 2 3 
గ 0.216 0. 432 0. 288 0. 064 


2.2.2 三 种 常见 的 离散 型 随机 变量 
1. 0-1 分 布 (或 两 点 分 布 ) 


设 随 机 变量 X 只 可 能 取 0 与 1 两 个 值 , 它 的 分 布 律 为 
P{X=k}=p(1—p)*, k=0,1;0<p<1, 
则 称 X 服从 0-1 分 布 或 两 点 分 布 , 记 作 X 一 (0-1). 
0-1 分 布 的 分 布 律 也 可 写成 


区 0 1 
గ క్రై p 
对 于 一 个 随机 试验 ,如 果 它 的 试验 结果 只 有 两 个 一 一 事件 A 和 事件 A ,那么 我 们 总 能 

定义 一 个 在 样本 空间 S 上 服从 0-1 分 布 的 随机 变量 

ఖ్‌ 1， 当 A 发 生 ， 

0， 当 A 发 生 
来 描述 这 个 随机 试验 的 结果 . 例如 ,考试 中 学 生 是 否 及 格 , 检 查 的 产品 质量 是 否 合格 ,对 新 生 
婴儿 的 性 别 进行 登记 以 及 之 前 的 “ 抛 硬币 ”试验 等 都 可 以 用 服从 0-1 分 布 的 随机 变量 来 描 
述 .0-1 分 布 是 经 常 遇 到 的 一 种 分 布 . 
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2. 二 项 分 布 


在 nn 重 伯 努 利 试验 中 , 设 每 次 试验 中 事件 A 发 生 的 概率 为 p, 即 P(A)=p,P(A)=1 一 27 
రాం మ శే? 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 , 则 X 是 一 个 随机 变量 ,X 的 可 能 取 “一 
值 为 0,1,2,…,n, 且 对 每 一 k(0<k 二 nn) ,事件 {X==k} 即 为 “n 次 试验 中 事件 A 恰好 发 生 
次 ”, 根 据 伯 努 利 概 型 ,X 的 分 布 律 为 

కిక = = P= Cp R02 రట 

显然 

P{X 一 有 之 0， 有 一 0,1,2，73 

PX=A= Dp = చట = 1 
即 P{X=k} 满 足 条 件 式 (2. 2.2) 及 式 (2.2.3). 注 意 到 Ctp'g"™* (k= 二 0,1,2,…,n) 刚 好 是 二 
项 式 (p 十 g)" 的 展开 式 中 的 各 项 ,故我 们 称 随机 变量 X 服从 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 , 记 为 
X~Bln,p). 

特别 地 , 当 7 一 1 时 , 式 (2. 2.4) 变 为 
P{X=k}= లోట, k= 091. 

此 时 ,随机 变量 X 服从 0-1 分 布 . 

二 项 分 布 以 重 伯 努 利 试验 为 背景 ,具有 广泛 的 应 用 ,是 离散 型 随机 变量 概率 分 布 中 一 
类 重要 的 分 布 . 在 现实 生活 中 常见 的 随机 试验 ,如 在 nn 次 独立 射击 中 研究 击 中 目标 的 次 数 ， 
连续 抛 毛 n 次 硬币 研究 正面 向 上 的 次 数 ,n 棵 小 树苗 中 研究 存活 的 树苗 数 等 ,都 可 以 定义 随 
机 变量 ,进而 用 二 项 分 布 来 描述 . 

例 2-2-2 某 陪 审 团 的 审判 有 9 名 陪审 员 参 加 ,如 宣判 被 告 有 罪 ,必须 其 中 至 少 6 名 陪 
审 员 投 判 他 有 罪 的 票 .假设 陪审 员 的 判断 是 相互 独立 的 , 且 在 某 一 案件 中 被 告 被 任 一 陪审 员 
判断 有 罪 的 概率 是 80% , 求 宣判 被 告 有 罪 的 概率 . 

解 若 将 每 名 陪审 员 的 投票 看 作 一 次 试验 ,他 有 两 个 结果 : 投 判 被 告 有 罪 的 票 和 投 判 
被 告 无 罪 的 票 . 陪审 团 的 投票 相当 于 做 9 重 伯 努 利 试验 . 记 X 为 9 名 陪审 员 中 投 判 被 告 有 
罪 的 人 数 , 则 XX 一 B(9,0.8), 即 

P{X =&k}= Cs (0.8) (0.2, k=0,1,..,9. 
于 是 所 求 概率 为 
క ౫ 6) = P{X=6}+P{X=7}+P{X = 8}+P{X = 9) 


గ్‌ 
.SC (0B) 02 Dd 
k=6 


例 2-2-3 某 人 进行 射击 , 设 每 次 射击 的 命中 率 为 0.001, 现 独立 射击 1000 次 , 求 至 少 击 
中 2 次 的 概率 . 
解 车 以 X 表示 这 1000 次 射击 中 击 中 目标 的 次 数 , 则 X 一 B(1000,0.001) ,所 求 概 
率 为 
(డూ 2 = 1—P{X=0}—P{X=1} 
= 1— యిం (0.001) (0. 999)1% 一 Cioo (0. 001) (0. 9999)% = 0. 2642. 
如 果 将 上 例 的 问题 改 为 “至 少 击 中 20 次 的 概率 ”, 那 么 用 上 述 方法 计算 就 比较 烦琐 了 .为 此 ， 


> 
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讨论 以 下 的 近似 计算 法 . 
泊 松 (Poisson) 定 理 ” 设 随机 变量 X,(" 王 1,2.…) 服 从 二 项 分 布 ,其 分 布 律 为 
P{X, =k}= యక టో, ఈ= 0,107 


其 中 ౧ 是 与 2 有 关 的 数 ,又 设 220 是 常数 (n 二 1,2,… ), 则 有 


ee 
limP{X, = శ) = య. 


证 由 wp, 一 ,得 p, 一 全 ,从 而 
P{X, = &}= Cps (1 一 加 ) 全 
"DtD (2) (1 ప్ర 
k! n 
2జీ 和 下 సనో 
వ 


对 于 固定 的 &, 当 mn 一 oo 时 ， 


1 人 le 2 (1 త్‌ే, [1 一人， (|. 


因此 
Limp = y= Le 
a క ల మ 


వ... 
中 , 当 守 很 大 ( 指 人 10) 且 户 很 小 ( 指 ౧౬0. 1) 0401ల 


kk Er eg పనే 
Op (l=p) ~ 


其 中 =np. 关 于 芒 e* 的 取 值 ,可 以 查 表 ( 见 书 末 附 表 1. 


例 2-2-4( 续 例 2-2-3) ”本 题 满足 很 大 、p 很 小 的 条 件 , 又 4 二 np 二 1000X0.001 二 1, 由 
泊 松 定理 ,得 
P{X2}=1—P{X=0}—P{X=1} 
= 1— Choo (0.001 (0. 999 )loo 一 యిం (0. 001)1 (0. 9999)% 
i he 
也 可 用 另外 一 种 常用 的 方法 直接 查 表 计 算 : 
P{X2}=1—P{X=0}—P{X=1} 


క్షే 14 ర 14 
సుపర్‌! నలో నో 0. 264241( 见 附 表 1). 


1 


1—2e! = 0. 2642. 


3. 泊 松 分 布 
设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
P{X=&} A i 


Tk 
其 中 4 二 0 为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 , 记 作 మాటు ,也 可 记 作 XX~~p(2). 


దా 
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易 知 ,P{X=k} 宇 0,k 二 0,1,2,…, 且 
నంట k} > స్‌ో ey) సే ఈే*లే 加 

泊 松 分 布 适合 于 描述 单位 时 间 ( 或 空间 ) 内 随机 事件 发 生 的 次 数 . 如 某 一 服务 设施 在 一 
定时 间 内 到 达 的 人 数 ,电话 交换 机 接 到 呼叫 的 次 数 , 汽 车 站 台 的 候 客 人 数 ,机 器 出 现 的 故障 
数 , 一 医院 在 一 天 内 的 急诊 病人 数 ,一 本 书 一 页 中 的 印刷 错误 ,显微镜 下 单位 分 区 内 的 细菌 
分 布 数 ,等 等 . 泊 松 分 布 也 是 概率 论 中 的 一 种 重要 分 布 . 

例 2-2-5 某 商店 出 售 某 种 大 件 商品 ,根据 历史 记录 分 析 , 每 月 销售 量 X 服从 参数 为 4 
的 泊 松 分 布 . 问 在 月 初 应 进货 多 少 才能 保证 当月 不 脱销 的 概率 不 小 于 0. 99? 假定 上 月 没有 
库存 , 且 当 月 不 再 进货 . 

解 ”由 题 意 知 X 一 r(4). 设 商店 在 月 初 进货 N 件 , 则 {XN} 表 示 不 脱销 这 一 事件 , 依 
题 意 有 


P{X 委 和) 过 0.99， 
即 


查 泊 松 分 布 表 得 N 十 1 三 10, 即 N 三 9. 因此 ,该 商店 在 月 初 至 少 要 进货 9 件 此 种 商品 才能 以 
0. 99 的 概率 保证 不 脱销 . 


习题 2-2 


1. 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
నట. ఆశ్హం & 一 0,1.2,…， 


求 常数 a. 

2. 一 只 口袋 中 装 有 5 个 白 球 和 3 个 黑 球 ,任意 取 一 个 ,如 果 是 黑 球 则 不 再 放 回 ,而 另外 
放 入 一 个 白 球 . 这 样 继续 下 去 ,直到 取出 的 球 是 白 球 为 止 , 求 直到 取出 白 球 所 需 的 抽取 次 数 
X 的 分 布 律 . 

3. 设 随 机 变量 X 服从 参数 为 (2,p) 的 二 项 分 布 ,随机 变量 Y 服从 参数 为 (3,p) 的 二 项 


分 布 .车 00౮1) = 证, 求 PtY 之 1}. 


4. 某 经 理 有 七 个 顾问 ,对 某 决 策 征求 意见 ,经 理 听取 多 数 人 的 意见 . 车 每 位 顾问 提出 正 
确 意见 的 概率 均 为 0.7, 且 相互 独立 , 求 经 理 作出 正确 决策 的 概率 . 

5. 已 知 某 种 疾病 的 发 病 率 为 1/1000, 某 单位 共有 5000 人 , 问 该 单位 患 有 这 种 疾病 的 人 
数 超过 5 的 概率 为 多 大 ? (用 泊 松 定理 近似 ) 

6. 某 一 无 线 寻 呼 台 ,每 分 钟 收 到 寻 呼 的 次 数 X 服从 参数 4 二 3 的 泊 松 分 布 . 

求 : (1) lmin 内 恰好 收 到 3 次 寻 呼 的 概率 ; 
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(2) 1min 内 收 到 2 一 5 次 寻 呼 的 概率 . 
7. 设 1h 内 进入 某 图 书馆 的 读者 人 数 服 从 泊 松 分 布 ,已 知 1h 内 无 人 进入 图 书馆 的 概率 
为 0.01, 求 1h 内 至 少 有 两 个 读者 进入 图 书馆 的 概率 ? 


2.3 随机 变量 的 分 布 函数 


研究 随机 变量 主要 为 了 掌握 它 的 概率 分 布 . 对 于 离散 型 随机 变量 ,由 于 其 全 部 可 能 取 值 
可 以 一 一 列举 , 故 可 用 分 布 律 描述 . 然而 对 于 非 离散 型 随机 变量 ,其 取 值 不 能 一 一 列举 ,因此 
也 就 无 法 用 分 布 律 来 描述 ; 再 者 ,在 实际 问题 中 ,对 于 这 样 的 随机 变量 ,例如 ,农作物 的 产 
量 \ 元 件 的 使 用 寿命 等 ,我 们 往往 关心 的 不 是 它们 取 某 特定 值 的 概率 ,而 是 它们 落 在 某 些 区 
间 内 的 概率 . 因而 我 们 转 而 去 讨论 随机 变量 X 取 值 落 在 某 一 个 区 间 的 概率 : Pla<X<b}. 
由 于 


Pla 

所 以 对 任何 一 个 实数 z, 只 需 知道 
们 引进 分 布 函数 的 定义 . 

定义 2-3-1 设 X 是 一 个 随机 变量 ,z 是 任意 实数 , 则 称 函 数 

F(z) 一 PI(X 委 z)， 一 ce<< 工 < 十 co 

为 随机 变量 X 的 分 布 函 数 . 

对 于 任意 的 实数 a,b(a 二 5b), 随 机 变量 X 落 在 区 间 (a,5] 内 的 概率 可 用 分 布 函 数 来 
计算 : 


యగక్షరీ) = బ(]౧క్షరీ) - (కష 42), 
P{X<<x) సం 2 X 的 取 值 落 在 任 一 区 间 的 概率 . 为 此 我 


Pla<X<6}= PIX<6}— PIX<a}= F()— F(a). 

因此 ,车 已 知 X 的 分 布 函数 ,我 们 就 知道 X 落 在 任 一 区 间 (a,5] 上 的 概率 ,在 这 个 意义 
上 说 ,分 布 函数 完整 地 描述 了 随机 变量 的 统计 规律 性 . 此 外 ,分 布 函 数 F(z) 是 一 个 普通 的 函 
数 , 通 过 它 ,将 能 用 微 积 分 的 方法 来 研究 随机 变量 的 统计 规律 . 

分 布 函数 F(z) 具 有 以 下 基本 性 质 . 

(1) F(z) 是 单调 不 减 函数 , 即 对 任意 实数 zi 二 x2 ,F(z1) 和 F(z). 

事实 上 由 F(x:) 一 F(zx1)=P{xzi 二 Xzx2} 之 0, 即 得 . 

(2) 0O<F(z)<1, 有 有 


F(—%) = limF(x) =0, 
(గ ce) = im FCz) =1. 
对 上 面 两 个 式 子 ,我 们 只 作 几 何 上 的 说 明 : 若 将 区 间 ( 一 2,z] 的 端点 工 沿 数 轴 无 限 向 
左 移动 ( 即 z 一 一 c2), 则 ”*X 落 在 z 左边 ”这 一 事件 逐渐 成 为 不 可 能 事件 , 即 F( 一 2) 二 0; 又 
若 将 端点 工 无 限 向 右 移动 ( 即 r-~ 十 cc) , 则 *X 落 在 zx 左 边 ? 就 成 为 必然 事件 , 即 F( 十 c=) 一 1. 
因为 F(z)==P{X<zx), 即 FCz) 是 X 落 在 (一 ce,z] 上 的 概率 ,所 以 0 过 FCz) 扫 1. 
(3) F(z) 是 右 连 续 的 , 即 F(z 十 0) 二 F(x). 
反 过 来 ,理论 上 可 以 证 明 满足 上 述 三 条 性 质 的 函数 F(z) 必 是 某 个 随机 变量 的 分 布 函 
数 . 分 布 函 数 作为 实 变量 函数 ,具有 较 好 的 分 析 性 质 ,引进 分 布 函数 可 使 许多 概率 问题 转化 
为 函数 的 问题 ,从 而 使 问题 简化 . 所 以 说 ,分 布 函数 是 概率 论 中 一 个 非常 重要 的 概念 ,是 研究 
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随机 变量 的 重要 工具 . 
例 2-3-1 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 
x 0 గే 2 ౬5! 
గ్‌ 0.3 a 0.5 


求 : (1)a; (2)X 的 分 布 函 数 ; (3)P{X<0.5),P{0.5<X<1.5),P{1<X<4). 
解 (1) 由 分 布 律 的 规范 性 得 
0.3 十 ca 十 0.5 一 1， 即 a 一 0.2， 
于 是 X 的 分 布 律 为 


Xx 0 1 2 
pe 03 థి 0.5 
(2) XX 仅 在 x 二 0,1,2 三 点 处 其 概率 不 等 于 0, 而 F(z) 的 值 是 Xz 的 累积 概率 值 , 由 
概率 的 有 限 可 加 性 , 知 它 即 为 小 于 或 等 于 zx 处 的 ps 之 和 ,于 是 我 们 分 为 四 个 区 间 
(一 ,0),[0,1),[1,2) 及 [2, 十 吕 ) 来 考察 函数 F(z) 的 变化 情况 . 
当 xz<0 时 ,F(z)=P{X<zx}=P(@)=0; 
当 0<<z<1 时 ,F(zx)=P{X<zx}=P{X=0})=0.3; 
当 1<z<2 时 ,F(zx)=P{X<zx}=P{X=0}) 十 P{X=1)=0. 3 十 0. 2=0. 5; 
కక zx 之 2 时 ,F(x)=P{X<zx}=P{X=0}+P{X=1}) 二 P{X=2}=1. 
故 X 的 分 布 函数 为 


0, 元 二 
న OS*< 
O06 
45 沁 守 2. 
(3) P{X<0.5}=F(0. 5)=0. 3; 
P{0.5<X<1.5) = F(1.5) 一 F(0.5) = 0.5—0.3= 0.2; 
P{1l<X<4)}= F(A)—F(0)+P{X=1}=1—0.5+0.2=0.7. 
F(z) 的 图 形 如 图 2-1 所 示 . 它 呈 阶梯 形状 ,在 z=0,1,2 处 有 跳跃 间断 点 ,跳跃 值 分 别 
为 0.3,0.2,0.5, 它 们 恰好 分 别 为 随机 变量 X 取 0,1,2 的 0 


概率 . 
一 般 地 , 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 [1 ॥ 
P{X 一 zt 一 加 AR 一 1,2,…， 0.5 eo 
则 X 的 分 布 函数 为 03 వ 
F(z) = P{(X<z) = DP(X=z) = గల ol 1 2 < 
ER ER 2-1 
其 中 > 表示 对 所 有 满足 不 等 式 యు 的 & 求 和 . 


易 知 F(Cz) 的 图 形 是 一 阶梯 曲线 (此 时 我 们 也 称 F(z) 为 阶梯 函数 ),X 的 任 一 可 能 取 值 
Ze(A 一 1,2,…) 均 为 FCz) 的 跳跃 间断 点 , 且 在 2 处 的 跳跃 值 为 ౧౬. 
反之 , 若 F(Cz) 是 右 连续 的 阶梯 函数 , 则 F(Cz) 一 定 是 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 . 
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例 2-3-2 ”一 个 靶子 是 半径 为 2m 的 圆 盘 , 设 击 中 靶 上 任 一 同心 贺 盘 上 的 点 的 概率 与 该 
同心 回 盘 的 面积 成 正比 ,并 设 射击 都 能 中 缀 ,以 X 表示 弹 着 点 与 圆心 的 距离 . 试 求 随机 变量 
32 六 的 分 布 函 数 FCz). 


解 当 z<0 时 ,事件 {Xx} 表示 弹 着 点 与 圆心 的 距离 是 负 值 , 故 {X 二 xz} 是 不 可 能 事 
件 ,于 是 F(x)=P{X<zr}=P(@)=0. 
当 0 过 x<2 时 ,由 题 意 ,P{0 二 Xx} = 二 kx? ,k 是 某 一 常数 .为 了 确定 的 值 , 取 z=2， 
因 射 击 都 能 中 靶 , 故 {0 三 X 二 2} 是 必然 事件 , 则 
1 


P{0<X<2)}=2*k= 二 1， 即 RE 


సై 
F(z) = (క్ష 2) = (060) +(0క2క్ష2) = స 
当 ా2 时 ,由 题 意 知 {Xx} 是 必然 事件 ,于 是 
FC) = P(X 
综合 上 述 , 即 得 X 的 分 布 函数 为 
0, r=0, 
F(z) = I, 0<zr<?, 


1 వయా జి 
其 分 布 函 数 的 图 形 是 一 条 连续 曲线 ,如 图 2-2 所 示 . 
从 例 2-3-2 中 可 以 看 到 ,这 个 随机 变量 的 分 布 函 
数 处 处 连续 , 除 z+ 二 2 外 处 处 可 导 , 且 


Ee 0<z<2, 
Ea z<0 或 zx 之 2， 
不 存在 ，z 一 2. 中 సి 
若 令 
上 
GD) 一 12 
0 其 他 . 


则 对 于 任意 的 x,F(z) 可 以 写成 


F(z) = Ii (౧4. 


即 F(z) 恰 是 非 负 函数 fo) 在 区 间 ( 一 =2,z] 上 的 广义 积分 . 这 是 一 类 十 分 重要 而 且 常 见 的 
随机 变量 ,也 就 是 下 一 节 我 们 要 讨论 的 连续 型 随机 变量 . 


习题 2-3 


1. 设 随机 变量 X 的 所 有 可 能 取 值 为 1,2,3,4, 已 知 P{X=k} 正 比 于 人 值 , 求 X 的 分 布 
律 及 分 布 函数 ,并 求 P{X<=3},P{X=3},P{X<3}. 
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A， X=0 
2. 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 F(z) 二 YB Jr ， 0 过 x 二 1, 试 求 : 
C， | 32 


(GD) 常数 A,B,C; (2)X 落 在 [ 9, 十 ] 内 的 概率 


3. 设 随 机 变量 X 的 分 布 函 数 为 F(x) 二 A 十 Barctanz( 一 名 之 x 二 十 吕 ) , 试 求 : 

(1) 常数 A,B; (2) X 落 在 (一 1,1] 内 的 概率 . 

4. 在 区 间 [0,4] 上 任意 掷 一 个 质点 ,这 个 质点 落 入 区 间 [0,4] 上 任 一 子 区 间 内 的 概率 与 
这 个 区 间 的 长 度 成 正比 ,以 X 表示 这 个 质点 到 原点 的 距离 , 求 X 的 分 布 函数 . 


2.4 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 


在 非 离散 型 随机 变量 中 ,有 一 类 常见 而 重要 的 类 型 , 即 连续 型 随机 变量 . 这 种 随机 变量 
可 在 某 个 区 间 内 连续 取 值 ,其 所 有 可 能 取 值 无 法 像 离 散 型 随机 变量 那样 一 一 排列 , 故 它 的 概 
率 分 布 也 不 能 像 离散 型 随机 变量 一 样 由 分 布 律 给 出 .我 们 要 寻求 一 种 与 离散 型 随机 变量 的 
分 布 律 相对 应 的 描述 方法 ,这 就 是 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 . 


2.4.1 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 
定义 2-4-1 若 对 于 随机 变量 X 的 分 布 函 数 F(z) 存 在 非 负 可 积 函 数 (6) ,使 得 对 于 任 
意 实数 ,有 
F(z) = | rood'， (2.4.1) 


则 称 X 为 连续 型 随机 变量 ,其 中 被 积 函数 /(z) 称 为 X 的 概率 密度 函数 (简称 概率 密度 ). 

由 式 (2.4.1) ,根据 微 积分 的 知识 知 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 下 (z) 是 连续 函数 . 
给 定 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 /(x) ,由 式 (2.4.1) 可 求 出 分 布 函数 F(z) ,这 说 明 连 续 型 
随机 变量 的 概率 密度 函数 也 完全 刻画 了 随机 变量 的 概率 分 布 . 

由 定义 可 知 ,连续 型 随机 变量 的 概率 密度 /(z) 具 有 以 下 性 质 : 

(1) 非 负 性 , f(x) 三 0. 


(2) 规范 性 ， | యట =1. 


规范 性 的 几何 意义 是 : 由 曲线 y==/(z) 与 x 轴 所 围 成 的 图 形 的 面积 等 于 1( 图 2-3). 
反之 ,满足 这 两 条 性 质 的 函数 /(z) 必 是 某 个 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 函数 . 另外 , 概 
率 密度 还 有 以 下 性 质 . 
(3) 对 于 任意 实数 区 间 (a,5], 有 
Pla<X<06)} = (ల) - F(a)= [fear. 


在 几何 上 ,此 性 质 表 明 X 落 在 区 间 (a,5] 上 的 概率 P{a 二 Xb) 等 于 区 间 (a,5] 上 曲线 
y 王 f(x) 之 下 的 曲 边 梯形 面积 (图 2-4). 

(4) 车 f(z) 在 点 xz 处 连续 , 则 F(x)==f(z). 

在 f(x) 的 连续 点 xz 处 ,有 
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౮00 


O నే 
23 图 2-4 
fz) lim P+ A = 56) im LES XS వరమని, 
从 这 里 我 们 看 到 概率 密度 的 定义 与 物理 学 中 线 密度 的 定义 相 类 似 ,这 也 是 为 什么 称 
f(z) 为 概率 密度 的 原因 . 


若 不 计 高 阶 无 穷 小 , 则 有 
P{z <X<zr+Ar} ఆ f(r)Ar, 

这 表示 和 X 落 在 小 区 间 (z,z 十 Az] 上 的 概率 近似 地 等 于 /(z)Axz, 也 就 说 明 概率 密度 函数 
7Cz) 的 大 小 反映 出 了 X 取 ~ 附近 的 值 的 概率 大 小 . 

需要 特别 指出 的 是 ,对 于 连续 型 随机 变量 X 而 言 , 它 取 任 一 指定 实数 a 的 概率 为 0. 即 
P{X=a}==0. 事实 上 , 记 Az>0， 

0<P{X=a}< Pla—Ar<X<a}= F(a)— F(a దం). 
令 Az 一 0, 注 意 到 X 是 连续 型 随机 变量 ,其 分 布 函数 F(x) 连续 , lim [F(a) 一 F(a 一 


Az)] 一 0, 故 P{X=a}) 二 0, 这 是 与 离散 型 随机 变量 不 同 的 地 方 . 
上 述 结果 还 表明 : 若 A 为 不 可 能 事件 , 则 有 P(A) 二 0; 反之 ,车 P(A) 二 0, 并 不 意味 着 
A 是 不 可 能 事件 . 同样 地 ,必然 事件 的 概率 为 1, 而 概率 为 1 的 事件 不 一 定 是 必然 事件 . 于 是 
对 连续 型 随机 变量 X, 有 
Pla<X<b}=Pla<X<b}=Pla<X<6b)}= Pla<X<b} = | /Cdr. 


即 在 计算 连续 型 随机 变量 落 在 某 一 区 间 上 的 概率 时 ,可 以 不 必 区 分 开 区 间 、 闭 区 间 , 还 是 半 
开 半 闭 区 间 . 
例 2-4-1 设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
a(2z=2), Oz 


ప గ 其 他 . 
求 : (1) 系数 a; 
(2) X 落 在 区 间 (1, 十 c=) 内 的 概率 ; 
(3) X 的 分 布 函数 . 


解 (1) 由 | fc)dz = 1, 得 


[ac2r — x7)dr = 1，a= 放 ， 
0 
所 以 


Si 
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半 (2z 一 xz)， 0 去 二 去 2 
0， 其 他 . 
(2) X 落 在 区 间 (1, 十 c=) 内 的 概率 为 
(౫ 1) =[ టి ||| 3 టు 
1 14 


f(zx)= | | 
35 


| 
ల 


(3) 当 z<<0 时 , F(z) | fd [0-4 0; 


గ. 0 全 
当 0<z<2 时 ，F(z) [oa [orat| (2 న. 本 ఫో; 
. jE 


当 z>2 时 , F(z) = [ou జ I gt 上 ఛ్‌ (జత "0 二 
于 是 X 的 分 布 函 数 为 


r=<0, 
F(D) =13r— le, 0<zr<2, 
4 4 
1， Z 之 2. 
例 2-4-2 设 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 
0， r= 
F(x) = 1A++Barcsinr, —1<zx<1, 
1， 工 之 1 


(1) 确定 参数 A,B; 
(2) 求 X 的 概率 密度 f(x); 


(3) 24 的 方程 十 Xu 十 去 =0 没有 实 根 的 概率 . 


解 (1) 因为 X 是 连续 型 随机 变量 , 故 F(z) 是 连续 函数 ,F(z) 在 zx= 一 1,z=1 处 连 
续 , 即 


వావ్‌ అక 
A zB 0, 
T రా 
4 十 73B 一 hs 
解 得 
అనే తజ 
= సే ణ్‌ 


(2) 对 F(Cz) 求 导 , 得 X 的 概率 密度 为 


= 一 <1，, 
(0) = F(a) = జాడీ 上 | 
0， (| కే 
(3) 方程 没有 实 根 的 充 要 条 件 为 
1 
xX’ < 


于 是 所 求 概率 为 
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P{x < 二 ) [111౬] P| <X< 去 ] |. al . 3 


2.4.2 三 种 常见 的 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 
1. 均匀 分 布 
设 连续 型 随机 变量 和 ,如 果 其 概率 密度 为 


1 

(2) = న య 
0, 其 他 . 

则 称 X 在 区 间 [a,5] 上 服从 均匀 分 布 , 记 为 X~U[a,b]. 


易 知 /00,8 | fde 二 1. 由 式 (2.4.2),X 的 分 布 函数 为 


0, ra, 
F(x) = Fes a<zr<b, 
x 2 జారీ, 


了 f(z) 及 F(x) 的 图 形 分 别 如 图 2-5、 图 2-6 所 示 . 


图 2-6 


车 XX~U[a,bj, 则 对 于 任意 满足 ac<d<6 的 c,d, 有 
本 一 让 
ర్‌ాాడ 
这 表明 ,X 取 值 于 [a,5] 上 任 一 子 区 间 的 概率 与 该 子 区间 的 长 度 成 正比 ,而 与 该 子 区 间 的 具 
体位 置 无 关 . 也 就 是 说 ,X 落 在 La,b5] 上 任意 相等 长 度 的 子 区 间 内 的 可 能 性 是 相同 的 . 因此 
均匀 分 布 可 用 来 描述 在 某 个 区 间 上 具有 等 可 能 结果 的 随机 试验 的 统计 规律 性 ， 

例 2-4-3 某 公共 汽车 站 从 上 午 6:00 起 ,每 15min 来 一 班车 ,如 果 乘 客 到 达 此 站 的 时 间 
X 是 7:00 一 7:30 之 间 的 均匀 随机 变量 , 试 求 他 候车 时 间 不 超过 5min 的 概率 . 

解 以 7:00 为 起 点 0, 以 min 为 单位 . 依 题 意 ,X 在 区 间 [0,30] 上 服从 均匀 分 布 , 其 概 
率 密度 为 


| 
Ple<x<4d)=| (టు = 


1 
f(z) = (30 
0， 其 他 . 
为 使 候车 时 间 不 超过 5min, 乘 客 必须 在 7:10 一 7:15 之 间 , 或 在 7:25 一 7:30 之 间 到 达 
车 站 . 于 是 所 求 概 率 为 


0r< 30, 


= 
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(10630615) (25 6౬30) = + 


సం 9 
2. 指数 分 布 37 


车 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
加 0 
人 z 委 0， 
其 中 4 二 0 为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 的 指数 分 布 , 记 为 X 一 已 (1). 


易 知 (ఎవం. క [యయా 1 易 求 出 పళ లతలా 


కాలం. 4 వాం 
0, zz 委 (0. 
f(z) 及 F(x) 的 图 形 分 别 如 图 2-7、 图 2-8 所 示 . 


F(x) = | 


flx) 
14 


图 2-7 图 2-8 


具有 指数 分 布 的 随机 变量 X 有 以 下 性 质 : 
对 于 任意 *,t>0, 有 

P{X>s+t|X>;s} = PIX> ణి, 
事实 上 ， 


二 PAX>sF) NKR PX>s+ 


లిన వాళ! స్‌! 
= ce 一 MD 
రిం = 一 一 PIX> 小 


此 性 质 称 为 无 记忆 性 . 如 果 X 是 某 一 元 件 的 寿命 ,上 式 表明 ,如 果 元 件 已 使 用 * 小 时 ， 
则 再 能 使 用 1 小 时 的 概率 与 已 使 用 过 s 小 时 无 关 . 具有 这 一 性 质 是 指数 分 布 有 广泛 应 用 的 
重要 原因 . 在 实践 中 ,到 某 个 特定 事件 发 生 所 需 的 等 待 时 间 往 往 服 从 指数 分 布 ,如 各 种 “ 寿 
命 ”( 死 亡 或 毁坏 的 等 待 时 间 ), 又 如 从 现在 开始 到 一 次 地 震 发 生 、 电 话 通话 时 间 、 随 机 服务 系 
统 的 服务 时 间 等 都 经 常 假定 服从 指数 分 布 . 

例 2-4-4 街头 有 一 电话 亭 ,假设 打 一 次 电话 用 时 为 随机 变量 X, 服 从 参数 为 0. 1 的 指 
数 分 布 , 某 人 在 你 前 面 走 人 电话 亭 , 求 你 等 待 10min 以 上 的 概率 . 

解 X 的 分布 函数 为 


F(z) = l=e**, > 
-下 1 
故 所 求 概率 为 


ఉఫో 
వాత 概率 论 与 数理 统计 (第 2 版 ) 
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P{X>10}=1—P{X<10}=1—F(10) = లోప = 0. 3679. 
3. 正 态 分 布 


(1) 正 态 分 布 的 概率 密度 
设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


ఆటో 


e జా, 6౦ "గ వాష్‌ ౧6 


1 
పు 
కా 
其 中 juse(o>0) 为 常数 , 则 称 区 服从 参数 为 ke 的 正 态 分 布 或 高 斯 (Gauss) 分 布 , 记 为 ~ 
Neo). 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 称 为 正 态 随 机 变量 . 


显然 (x) 之 0, 下 面 证 明 | ”7(z)dz = 1 


二 
地 “= 得 


గం V2r 
+oo శై 十 co oo PE గా 
12౯౯ | ca 则 正 = | | లో 利用 极 坐标 将 其 化 为 昧 次 积分 ,得 


2x He శై 
下 一 | ao| re Tdr = 27, 
0 0 


而 这 0, 故 0 V27f ,从 而 
广 కే (౧ 
సం V2rc V2T .一 
正 态 分 布 的 概率 密度 /(z) 的 图 形 如 图 2-9 所 示 . 
(2) 正 态 分 布 概率 密度 的 性 质 
Q@ 正 态 分 布 的 概率 密度 曲线 位 于 工 轴 的 上 方 , 上 且 关 于 直线 z=y 对 称 . 因此 对 任意 />>0, 有 
(4-4 యగ క్షి) = Ply 二 Xp 十 h}).( 见 图 2-9 中 阴影 部 分 ) 
@ 曲线 在 z=y 士 o 处 有 拐点 ,曲线 以 Oz 轴 为 渐 近 线 . 
@ jz) 在 区 间 ( 一 cp) 单调 增加 ,在 区 间 (w ,十 ==) 单 调 减少 . కాట 时 ,f(x) 取 得 最 
大 值 


జై 1 
(4) = 一 -一 
Me 
工 离 1 越 远 ,函数 /(z) 的 值 越 小 ,因此 对 于 同样 长 度 的 区 间 , 区 间 离 y 越 远 ,X 落 在 这 个 区 
间 上 的 概率 越 小 ( 见 图 2-10 中 的 阴影 部 分 ). 


fx) 63) 


图 2-9 2-10 
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అ 曲线 f(z) 的 位 置 与 形状 分 别 依赖 于 参数 y 和 o. 如 果 固 定 co, 改变 的 值 , 则 图 形 沿 
Oz 轴 平 移 改 变 位 置 ,但 曲线 的 形状 不 变 , 如 图 2-11 所 示 . 4 称 为 位 置 参数 . 


车 1 不 变 而 改变 os ,由 于 最 大 值 为 1 :可 见 当 so 越 小 时 ,曲线 越 陡峭 ; 而 当 c 39 
TI 


越 大 时 ,曲线 越 扁平 ,如 图 2-12 所 示 .o 称 为 形状 参数 . 


f0) 


f(x) 


人 人 


图 2-11 图 2-12 


(3) 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 
由 分 布 函数 的 定义 , 正 态 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 


1 వూ 
F(x) = e ww dt， 
2x0 一 


如 图 2-13 所 示 . 特别 当 w=0,c=1 时 , 称 X 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1) ,其 概率 密度 和 分 布 
函数 分 别 用 g(x) 和 B(x) 表示 , 即 


2 
g(x) ei, co < 二 了 << 十 co， 


1 
V2n 
1 3 జీ 
థ( ఏ = లేం] eTd. 


9( 一 Z) 一 VCz)， 下 (一 zZ) = 1 一 B(z).( 见 图 2-14) 


图 2-13 2-14 


正 态 分 布 是 概率 统计 中 最 重要 的 一 种 分 布 ,这 主要 是 因为 在 自然 现象 和 社会 经 济 现象 
中 ,大 量 随机 变量 都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 . 例如 ,人 的 身高 和 体重 、 某 地 区 的 年 降雨 量 、 
农作物 的 产量 、 零 件 的 尺寸 ,经济 学 中 股票 的 价格 、 产 品 的 销量 等 都 可 以 认为 服从 正 态 分 布 . 
一 般 说 来 ,车 影响 某 一 数量 指标 的 随机 因素 很 多 ,而 每 个 随机 因素 所 起 的 作用 又 不 大 , 则 可 
以 认为 这 个 指标 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 .另外 , 正 态 分 布 还 具有 良好 的 分 析 性 质 , 有 许多 
分 布 可 用 正 态 分布 作 近似 计算 ,对 此 在 第 5 章 的 中 心 极限 定理 有 详细 的 说 明 . 


సి 
Cer 


ను 
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且 直 径 d 可 直接 测量 ,而 面积 不 行 ,所 以 在 实际 应 用 过 程 中 ,经 常 需要 研究 随机 变量 函数 的 
统计 规律 . 也 就 是 说 ,已 知 某 随机 变量 X 的 分 布 时 ,需要 求 出 此 随机 变量 的 函数 Y==g(X) 的 
42 分 布 ,这 里 g(z) 是 已 知 的 连续 函数 . 下面 分 两 种 情况 讨论 . 
2.5.1 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 
设 Y=g(X) 为 离散 型 随机 变量 X 的 函数 , 则 对 Y 的 任 一 可 能 取 值 y ,有 


P{Y=y}= P{g(X) = y} = P{XE {zr:g(z) = y}}. 
例 2-5-1 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


Xx -二 0 1 3 
గ 0.3 0.2 0.1 0.4 
求 X?,X 一 1 的 分 布 律 . 
解 X: 的 可 能 取 值 为 0,1,4, 且 
(౮౯౫ = 0) = P{X = 0} = 0.2, 
P{X? 1) = P{X =1}+P{X 1} 一 0.1 十 0.3 一 0.4， 
P{(X: = 4} = P{X = 2} = 0.4, 
所 以 X? 的 分 布 律 为 


0 1 4 
గ 0.2 0.4 0.4 


同样 可 得 X 一 !1 的 分 布 律 为 


Y జాలి = 0 1 
pr 0.3 0.2 0.1 0.4 
一 般 地 , 若 X 是 离散 型 随机 变量 ,X 的 分 布 律 为 


X 1 Zs … 
pr pi p: కహభ 力 。 
则 Y= 二 g(X) 的 分 布 律 为 


Y=g(X) g(X1) g(Czz) అలం Elmoy 
pr pi ౧2 ee p, 
如 果 g(xi) (i 二 1,2,…) 中 有 相等 的 值 ,把 它们 作 适 当 并 项 即 可 . 


2.5.2 连续 型 随机 变量 函数 的 分 布 


设 义 是 连续 型 随机 变量 ,y= 二 g(x) 是 连续 函数 ,一 般 来 说 ,Y= 二 g(X) 也 是 连续 型 随机 变 
量 . 令 fx(z),fy(y) 分 别 为 X,Y 的 概率 密度 函数 .Fx (z),Fy(y) 分 别 为 X,Y 的 分 布 函 
数 , 则 


Fy(y) = P{Y<y} = Pig(X) కు) =P{XE (2:8౮) <y)}}, 
只 需 利 用 X 的 分 布 函数 求 出 上 式 的 概率 即 得 Y 的 分 布 函数 , 若 要 求 Y 的 概率 密度 函数 


~> 
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fy(y), 在 Fy(y) 可 导 处 求 导 即 可 . 
例 2-5-2 ” 设 随 机 变量 X 具有 概率 密度 
పస. యతులు 43 
JFx(Cz) = | - 
0 其 他 ， 


求 随机 变量 了 ==2X 十 4 的 概率 密度 . 
解 分 别 记 X,Y 的 分 布 函 数 为 Fx(z) ,Fy(y), 则 


Fy(y) = PlY < y} = P{2X+4<y} zfx< 忆 全 ఇక, 
将 Fy(y) 关 于 y 求 导数 ,得 Y= 二 2X 十 4 的 概率 密度 为 
టం = (మాడ. (号外 
= గా! స్ట 0౬మూ 
0, 其 他 


4 


<2 


全 4<y<=8, 
0, 其 他 . 

例 2-5-3 设 随机 变量 六 一 N(0,1), 求 Y= 二 X? 的 概率 密度 . 
解 X 的 概率 密度 为 


2 
fx(x) ల్‌, co << 工 < 十 co. 


设 Y 的 分 布 函 数 为 Fy(y), 则 
Fy(y) = P{Y < y} = P{X’ కు). 
由 于 Y=X? 这 0, 故 当 y<0 时 ,Fy(y)==P{Y<y}=0. 
当 > 二 0 时 ,有 
Fy(y= P{X: క్వ) 一 P( 一 入 X 坟 Vy)} 


|” తే ||. ప | తు 
=. నటు ల మ 
నై లా ర్‌ టం 


于 是 得 Y= 二 X? 的 概率 密度 为 
fy(y) = Fy(y) = 1/27 


此 时 称 Y 服 从 自由 度 为 1 的 x 分 布 . 

上 述 解 法 中 最 关键 的 是 由 g(X) 三 y 确定 X 的 取 值 范围 ,一 般 情况 下 难以 给 出 统一 的 
公式 .但 车 g(x) 是 严格 单调 函数 , 则 有 如 下 定理 . 

定理 2-5-1 设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 fx (z) (一 cc 天 z 雪 十 cc), 又 设 函 数 
g(Zz) 处 处 可 导 , 且 对 任意 有 g"“(z) 二 0( 或 全 有 g' (xz) 二 0), 则 Y==g(X) 是 一 个 连续 型 随机 
变量 ,其 概率 密度 为 


వో 
త్త 概率 论 与 数理 统计 (第 2 版 ) 
యా. 


టట) [24ట|. a<y<=p, 
సట = (1 i (a 
44 其 中 h(y) 是 g(z) 的 反 函 数 ,a 王 minfg( 一 co),g( 十 cc)) ,8 一 maxfg( 一 c),g( 十 cc))}. 
లా 证 (1) కట వా0. 11 ౯(౮) 46-09, +ంం) గ్‌ నషట క 11. 21001 లజ (1 
在 ,并 且 h(y) 在 (a,B) 内 严格 单调 增加 且 可 导 . 
设 Y 二 g(X) 的 分 布 函 数 为 Fy(y), 因 为 Y 二 g(X) 在 (a,B) 内 取 值 ,从 而 当 యం 时 ， 
Fy(y)=P{Y<y}=0; 当 y 之 Bp 时 ,Fy(y)=P{Y<y}=1; 当 a<y<B 时 ， 
FW = PY<y) = PlgOO క) = PIX 扩 AD) = | fr dr 
于 是 Y 的 概率 密度 为 
po గ “CCy)，ac<y 一 有 ， 
其 他 . 
(2) 设 g (zx) 一 0, 同 理 可 得 Y 的 概率 密度 为 
టు) = 人 ay 二 有， 
0, 其 他 . 
综合 以 上 两 种 情况 , 即 证 式 (2. 5. 1). 


车 /x(z) 在 有 限 区 间 [a, 纪 以 外 等 于 零 , 则 只 需 假 设 在 Le, 疏 上 恒 有 g'(z) 之 0( 或 恒 有 
g (XT) 二 0), 此 时 
a= min{g(a),g(b)}, B= max{g(a),g(b)}. 
例 2-5-4 设 随机 变量 X 一 NGx,o2 ), 求 线性 函数 Y=aX 二 Ca 天 0) 的 概率 密度 . 
解 设 X 的 概率 密度 为 fx(Cz), 则 


1 ఆలీ 
xz) = డాల్‌ ， 一 c<z< 二 co. 
న్‌ V2ra 
由 y=&Cz) 一 az 十 ,得 xz 一 ACy) 一 > 4, 目 扩 (>) 一 二 .于 是 由 式 (2.5.1) 得 了 一 aX 十 0 的 概 


fy(y) |. . టో య ల 
a | a [al 276 
一 హతో స శ ， 
౮/27 lalo 
即 有 Y==aX 二 b~N (ap 十 b,(ao)?). 这 就 是 说 正 态 随 机 变量 的 线性 函数 仍然 服从 正 态 分布 . 
在 例 2-5-4 中 , 若 取 a 一 二 ,0 一 一 皮 , 则 


一 c గ్ర యం, 


Y= 们 4 一 N(0,1)， 


例 2-5-5 ” 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


0 


e క 
ఈ = z<0, 
求 随机 变量 Y= 二 e* 的 概率 密度 . 


解 y=g(z) 二 er,g'(z) 二 e* 之 0, 其 反 函 数 z=h(y) సూ కె గ (ఏ 一 二 ,a 一 
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min{g(0),g( 十 co)} 一 1,8 一 max{fg(0),85( 十 c)} 一 十 co. 


于 是 由 式 (2. 5.1) 得 了 二 e* 的 概率 密度 为 


| 45 
mw | y” “” 一 
0， y<1l 
1 
| ?之 1， 
0, > 委 1. 
习 题 2-5 
1. 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 
x 0 1 2 3 4 5 
1 1 1 1 2 1 
久 12 6 3 12 9 9 


试 求 : (1) Y 王 2X 十 1 的 分 布 律 ; (2) Z= 二 (X 一 2)? 的 分 布 律 . 


2. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
et (₹ 
0, 


求 随机 变量 Y= 二 2X 十 8 的 概率 密度 . 
3. 设 随 机 变量 X 一 N(0,1), 求 : 
(1) Y 一 ex 的 概率 密度 ; 

(2) Y=2X? 十 1 的 概率 密度 . 


0<z<4, 
其 他 ， 


4. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 /x (zx) (一 过 x 二 十 ), 求 了 =X 的 概率 密度 
5. 设 随机 变量 X 在 [0,1] 上 服从 均匀 分 布 ,证 明 Y= 一 2lnX 服从 参数 为 2 的 指数 


分 布 . 


多 维 随 机 变量 及 其 分 布 


第 2 章 我 们 介绍 了 随机 变量 的 情况 . 但 是 在 许多 随机 现象 中 ,对 每 个 样本 点 e 只 用 一 个 
随机 变量 去 描述 是 不 够 的 . 例如 ,考察 某 地 区 儿童 的 生长 发 育 情 况 , 仅 研究 儿童 的 身高 X 或 
仅 研 究 其 体重 Y 都 是 片面 的 ,有 必要 把 X 和 Y 作为 一 个 整体 来 考虑 ,讨论 它们 总 体 变 化 的 
规律 性 ,进一步 可 以 讨论 X 与 了 之 间 的 关系 .在 有 些 随 机 现象 中 ,甚至 要 同时 讨论 两 个 以 上 
的 随机 变量 . 如 某 地 区 的 天 气 情况 , 既 要 考虑 温度 X ,湿度 Y, 还 要 考虑 PM2.5 的 指标 2 等 
随机 变量 . 本 章 的 主要 讨论 内 容 一 一 二 维 随机 变量 及 其 分 布 ,所 得 的 概念 和 结论 ,读者 可 推 
广 到 维 随机 变量 的 情形 . 


3.1 二 维 随机 变量 及 其 分 布 


3.1.1 二 维 随机 变量 及 其 分 布 函 数 


定义 3-1-1 设 已 是 一 个 随机 试验 , 它 的 样本 空间 为 (6) , 设 X 王 XCe) 和 Y=Y(e) 是 
定义 在 样本 空间 S 上 的 随机 变量 , 则 称 由 它们 构成 的 一 个 向 量 (X,Y) 为 二 维 随机 变量 或 二 
维 随机 向 量 . 

由 此 ,也 称 第 2 章 讨论 的 随机 变量 为 一 维 随机 变量 . 和 一 维 的 情况 类 似 , 我 们 也 借助 分 
布 函 数 来 研究 二 维 随机 变量 . 

定义 3-1-2 设 (X,Y) 是 二 维 随 机 变量 ,对 任意 实数 zx,y, 称 二 元 函数 

F(zyy) = P{(X<7z)N (Y< i P{X<<Zz,Y < y} (3 1. 1) 
为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 , 或 称 其 为 随机 变量 X 和 Y 的 联合 分 布 函数 . 

联合 分 布 函 数 描述 了 二 维 随机 变量 的 统计 规律 . 如 果 
(X, 了 7) 看 作 平面 zOy 上 随机 点 的 坐标 ,那么 其 分 布 函 数 - 
F(z,y) 在 (zx,y) 处 的 函数 值 就 表示 随机 点 (X.Y) 落 在 以 点 
(zy) 为 顶点 且 位 于 该 点 左下 方 的 无 穷 矩形 区 域内 的 概率 (如 : 
图 3-1 中 阴影 部 分 所 示 ). 7 

类 似 于 一 维 分 布 函数 ,可 以 证 明 二 维 分 布 函数 F(z,y) 具 I 
有 如 下 人 性质. 图 3-1 
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性 质 3-1-1 对 任意 实数 zx,y€ER, 均 有 0 二 F(x,y) 志 1, 且 
对 于 任意 固定 的 zx,F(x, 一 2)= lim F(x,y)=0; | 
a 
对 于 任意 固定 的 y,F( 一 2,y)= lim F(x,y)=0， 47 
F( 一 co, 一 co) = lim F(z,y) = 0, 


or 一 


下 (十 ce, 十 cc) 一 limFCzr,y) 王 1. 
zt 


性 质 3-1-2 对 于 任意 固定 的 y,FCz,y) 是 之 的 不 减 函 数 , 即 当 zs 之 时 ,Caa పా 
F(z,y); 对 于 任意 固定 的 zx,F(x,y) 是 y 的 不 减 图 数 , 即 当 二 wm 时 ,F(z ,ys) 宇 F(x ,yi). 
性 质 3-1-3 ”对 于 任意 固定 的 y,FCz,y) 关 于 工 是 右 连 续 的 , 即 F(z 十 0,y) 二 F(x,y); 
对 于 任意 固定 的 xz,F(z,y) 关 于 y 是 右 连续 的 , 即 F(x,y 十 0) 二 F(z,y). 
性 质 3-1-4 对 于 任意 的 షయ ఎస? 均 有 
下 (zzyyz) 一 F(zyyz) 一 Frzyi) 十 Frzy) 之 0. (3 2 
如 果 二 元 函数 F(Cz,y) 满 足 上 述 性 质 3-1-1 一 性 质 3-1-4, 则 其 一 定 是 某 一 个 二 维 随机 
变量 (X,Y) 的 分 布 函数 ,这 一 点 和 一 维 的 情形 类 似 . 
下 面 仅 证 明 性 质 3-1-4. 
证 由 概率 的 加 法 性 质 和 分 布 函 数 的 几何 解释 可 得 ( 参 ， 
看 图 3-2) 力 
Plzi < Xz లకు) 
=P{X<zy 6 కుం) -ా (క 2101 <YS y)} 
=P{X<Zz కం) - (కష కు)- 
“జడ య. జయ “మో... 
F(zsyy) 一 FCzy) 一 FOzyy) 十 FCzvyi)， 图 3-2 
恰好 是 式 (3.1.2) 的 左 端 ,再 根据 概率 的 非 负 性 ,性 质 得 证 . 
由 图 3-2 可 以 看 出 二 维 随机 变量 (X,Y) 落 在 矩形 区 域 (zy 二 Xz ,yi 过 Y 壹 ys} 的 概率 
用 分 布 函数 F(x,y) 表 示 为 
P{xz = Xr ఉక్కు) 
下 (zzyyz) — Frisys) — Fr 01) + బొ( 010. 
例 3-1-1 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 为 
F(zx,y) 一 A(B 十 arctanz)(C 十 arctany)， 一 ce < 二 工 < 十 ceo, 一 ce < 二 十 ce， 
求 常数 A,B,C. 
解 ”根据 分 布 函数 F(z,y) 的 性 质 3-1-1, 由 


F(—%,y) = limA(B 十 arctanz)(C 十 arctany) 一 న. 一 0， 


oo 


(x2, 1») 


1 (Xa, 1) 
1 


1!) 


x ™ x 


解 得 B= 
由 
F(x,— °°)= limA(B 十 arctanz)(C 十 arctany) = ACB+aretanz) (C— 至 )= 0, 
న 
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F( 二 so, 十 ceo) = limA(B 二 arctanz)(C 十 arctany) = 4A(B+ 和 至 ](c+ 圣 = Ly 
z+ 
yt 
గా 1 
解 得 A 三 到. 
గా 
=T,C=T,A=l 
న 


类 似 于 一 维 随机 变量 ,二 维 随机 变量 也 分 为 离散 型 和 连续 型 两 种 情况 . 
3.1.2 二 维 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 


定义 3-1-3 若 二 维 随机 变量 (X,Y) 所 有 可 能 的 取 值 为 有 限 多 对 或 可 列 无 限 多 对 , 则 称 
(X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 . 

定义 3-14 设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 所 有 可 能 的 取 值 为 (zyw)(iy 一 1， 
25%); 县 


PR.= wy = వసతు. లంచాలు C9 
则 称 式 (3. 1. 3) 为 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 或 随机 变量 X 和 Y 的 联合 分 布 律 . 
式 (3.1.3) 常 用 如 下 的 表格 形式 表示 : 


区 అతల 
77 ప yz న. 
1 pu piz py 
2 pa pzz ps; 
Zz pa pi ps 
由 概率 的 定义 可 知 : 
ps 之 0, i,j = 1,2,°3 (314) 
ల = (315) 
iml j=1 
二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 ( 也 称 X 和 Y 的 联合 分 布 函数 ) 为 
F(zsy) = (క్ష ఎత కుం) = ఎ > pi， (31.6) 


న Wy 


其 中 和 式 是 对 一 切 满足 యంట్యునుం? 的 i,j 来 求 和 的 . 
利用 (X,Y) 的 分 布 律 还 可 以 计算 如 下 概率 : 
设 为 zxOy 平面 上 的 一 个 点 集 ,(X,Y) 落 在 D 内 的 概率 为 
P{(X,Y ED}= 2) PIX=m7=y)= 5 గం ళు 


(xi) ED (zi ED 
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其 中 和 式 是 对 所 有 满足 (zx;,y;)ED 的 i,j 来 求 和 的 . 
例 3-1-2 盒子 里 装 有 3 只 黑 球 、2 只 红 球 、2 只 白 球 ,从 中 任 取 2 只 ,以 X 表示 取 到 黑 球 


的 只 数 ,以 了 表示 取 到 红 球 的 只 数 . 49 
试 求 : (1) (X,Y) 的 分 布 律 ; 
(2) P{X=Y}. 
解 (1) (X,Y) 可 能 取 的 值 有 (0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(2,0). 计 算得 
౮. 1 క్‌ GC 1 
టా. 总 一 于 ， 到 (大 三 全 区 三 对 G a 
(» 1 GG 2 
{= 0 = 2) ఠెబ' నా టు. 1 
加 2 టై న ర న. 
టా Y= CG 7 PIX=2,7=0}) =7 
所 以 (X,Y) 的 分 布 律 为 
区 
0 党 
స్ట 
1 4 గ 
0 లా 21 条 
2 2 
1 了 7 0 
[| 
2 7 了 0 0 


(2) 因为 事件 


{X=Y}= {X=0,Y=0}U {X=1,Y=1}, 


且 两 个 事件 互 不 相 容 , 故 
P{X=Y}= P{X=0,Y=0}+P{X=1,Y=1} 
1 


కా సాహాను 
3.1.3 二 维 连续 型 随机 变量 及 其 分 布 
定义 3-1-5 设 FCz,y) 是 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 , 若 存在 非 负 可 积 函数 
f(z,y) ,使 得 对 于 任意 实数 zx,y, 有 
F(z,y) = | |. షు 
则 称 (X,Y) 为 二 维 连续 型 随机 变量 ,函数 f(z,y) 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 或 随机 


变量 X 和 Y 的 联合 概率 密度 . 
根据 概率 密度 的 定义 和 分 布 函 数 的 性 质 ,可 知 /(z,y) 具 有 以 下 性 质 . 


(1) 非 负 性 : 


flzsy) 三 0. (3.1.9) 


(2) 规范 性 : 
十 co 十 co 
| | flrsydrdy = F(+%,+o)=1. (3.1.10) 


ep 
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特别 地 ,如 果 二 元 函数 f(z,y) 满 足 性 质 (1) 和 (2), 则 其 一 定 是 某 一 个 二 维 随机 变量 的 
概率 密度 ,这 一 点 和 一 维 的 情形 类 似 . 


50 (3) 设 DD 是 xzOy 平面 上 的 一 个 区 域 , 则 (X,Y) 落 在 D 内 的 概率 为 
P{(X.Y) € D} = [| యాకు. Ca 
లి 
(4) 车 f(z,y) 在 点 (zx,y) 连 续 , 则 有 
GF(ry) 
a = f(z,y). Ca 12 


式 (3.1.12) 表 示 若 /(z,y) 在 点 (x,y) 连 续 , 则 当 Ar,Ay 很 小 时 ， 
P{z=<=X<zr+i+Ary<Y<yt+Ay} 、 (zy)ArAy， 

也 就 是 说 随机 点 (X,Y) 落 在 小 长 方形 (z,z 十 Az]X(y,y 十 Ay] 内 的 概率 近似 地 等 于 
f(r,y)ArAy. 

在 几何 上 *= jz,y) 表 示 空 间 的 一 个 曲面 .由 性 质 (2) 知 , 介 于 它 和 xOy 面 的 空间 区 域 
的 体积 为 1. 由 性 质 (3), P{(X,Y)ED} 的 值 等 于 以 50 为 底 , 以 曲面 >=/(z,y) 为 项 面 的 柱 
体 体积 . 

例 3-1-3 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 

లు I rT>05>0s 
05 其 他 ， 

求 : (1) 常数 As 

(2) (X,Y) 的 分 布 函 数 FCz,y); 

Ca PLX YYy 

(4) P{X<Y)}. 


解 (1) 由 1. [yeards 二 1, 得 
| [yeardy 一 | | everdrdy 一 人 | ae | evay = 和 一 1， 
解 得 
k=2. 
故 


ee ఇహం వా0, 
0, 其 他 . 


(2) | (టా) =| | (4 ల) 644640 可 知 , 当 z>>0,y>>0 时 ， 


f(x,y) 一 | 


F(zr,y) = |. 站 ceaudo 一 [eau 站 edv 一 (1 一 e=)(1 一 er27)3; 
o Jo 


当 z,y 为 其 他 数值 时 ,被 积 函数 f(w,v) 志 0, 所 以 FCz,y) 一 0. 

故 (X,Y) 的 分 布 函数 为 
(1 一 ez)(1 一 e2)，Z>0y 二 0， 
గ్ర 其 他 . 


1 + HH 1 
(3) (వా LY టు 1) = |ఉ| 2లలెట =] cdr [20%dy = లోయలో, 
oi 1 0 


తట = 


హా 
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(4) 将 (X,Y) 看 作 平 面 上 随机 点 的 坐标 . 则 {X<Y} 二 {(X,Y)ED}), 其 中 
D= {((z,y) | 一 c2<z< 十 coz 一 y)， 


如 图 3-3 所 示 , 因 此 yl 
PIX<Y}= P(X,DWE D}= | res waray కో 
一 da 2ee ?dz D 
క _ 2e 2(1 一 e7)dy = 十. 
చ 图 3-3 
匀 分 布 和 二 维 正 态 分 布 . 
(1) 均匀 分 布 
设 G 是 坐标 平面 zxOy 上 面积 为 A 的 有 界 区 域 , 若 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
1 四 
ఆయనా నచ (3.1.13) 
0， 其 他 ， 


则 称 (X,Y) 在 区 域 G 上 服从 均匀 分 布 . 记 作 (X,Y) 一 U(CC). 

若 (X,Y) 一 U(G) ,概率 密度 函数 如 式 (3. 1.13) 所 示 , 则 对 G 中 的 任 一 (有 面积 的 ) 子 区 
域 D, 有 

కొను EE DPD} -eu 一 A = = న్‌, 

其 中 So 是 的 面积 .上 式 表 明 , 二 维 随机 变量 落 入 区 域 D 的 概率 与 D 的 面积 成 正比 ,而 与 
也 在 G 中 的 位 置 和 形状 无 关 . 

例 3-1-4 设 (X,Y) 在 区 域 D 上 服从 均匀 分 布 ,其 中 D={Cz,y)| 习 十 交 委 一 ), 求 概率 
P{|IX|<r/2}. 

解 易 知 也 的 面积 为 xz, 因此 (X,Y) 的 概率 密度 为 


1 
p= “~ (zx,y) అలి, 
0， ”其 他 . 
由 此 所 求 概率 为 
P{| ౫|క్ష 7/2) = 四 టు wardy = |” a dy 
ళ్‌ 一 一 r/2 -VE 本 nr 


lzl<r/2 
r/2 


—r/2 


2Vr—r dr= 十 (2 ఖీ 二 rarcsin =) 


77 


—r/2 
= hi srcsin చ. [= 4B <|= 
ఖో 下 十 2 sa] సే( 让 3 0. 609. 


(2) 二 维 正 态 分 布 

如 果 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 

. 1 和 (一 徊 )(y 一 各 ) ，(Cy 一 je 六 
ఈల నో | 


一 ce zy< 王 十 co， (31.14) 
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其 中 心 ypa ooz po 都 是 常数 ,是 o ,o 二 0, 一 1I<o<<1, 则 称 (X,Y) 为 服从 参数 mm ,pes oo ， 
Pp 的 二 维 正 态 分布 , 记 作 (X,Y)~N (pa ,ja ,ai ,0 0). 
52 注 二 维 正 态 分 布 概率 密度 /(z,y) 的 图 像 如 图 3-4 所 示 . 


习题 3-1 


1. 盒子 里 装 有 4 只 白 球 、2 只 红 球 ,每 次 从 中 任 取 一 球 , 不 放 回 地 抽取 两 次 . 设 随机 变量 

X 和 立定 义 如 下 : 
5 1， 第 一 次 取 到 红 球 ， -位 第 二 次 取 到 红 球 ， 
0， 第 一 次 取 到 白 球 ， 0， 第 二 次 取 到 白 球 . 

试 求 : (1) (X,Y) 的 分 布 律 ; (2)P{X<Y}. 

2. 将 两 封 信 随 机 地 投入 4 个 邮 简 ,X 和 YY 分别 表示 第 一 个 和 第 二 个 邮 简 中 信 的 总 数 . 
试 求 (X,Y) 的 分 布 律 . 

3. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
We wn ఇ వాళి వా 
0, 其 他 ， 
试 求 : (1) 常 数 &; (2) (X,Y) 的 分 布 函 数 下 (xz,y); (3) 概 率 P{X 宇 Y}. 

4. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


f(x,y) = | 


k(6—zx—y), 0<zr<2,2<y<4, 
f(r,y) = | 
గ్‌ 其 他 ， 
试 求 : (1) 常数 &; (2) P{X<1,Y<3}; (3) P{X<2}); (4) P{X+Y<4}. 
3.2 边缘 分 布 


二 维 随机 变量 (X,Y) 中 ,X 和 YY 也 都 是 随机 变量 ,它们 也 分 别 有 各 自 的 概率 分 布 . 分别 
称 X 和 Y 的 概率 分 布 为 二 维 随机 变量 (X.Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 概率 分 布 ,简称 边缘 
分 布 . 

我 们 称 X 和 了 各 自 的 分 布 函 数 为 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 函数 ,分 别 记 作 
Fx(Cz) 和 Fy(y). 一 般 地 ,对 于 二 维 随机 变量 (X,.Y), 我 们 可 以 通过 (X,Y) 的 分 布 函数 
F(z,y) 来 求 出 边缘 分 布 函数 Fx(z) 和 Fy(y). 事 实 上 ， 

Fx(z) = P{X<z}= P{X<Zz,Y <+%} = F(zr,+t%), 
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即 
Fx(z) = F(z,+ oo). (210! 
同 理 可 得 53 
Fy(y) 一 下 (十 co,y). (322) 
下 面 我 们 就 离散 型 和 连续 型 两 种 情况 ,分 别 讨论 对 于 二 维 随机 变量 如 何 从 联合 分 布 确 
定 边缘 分 布 的 问题 . 


3.2.1 二 维 离散 型 随机 变量 的 边缘 分 布 


设 (X,Y) 为 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
(0 = మాన =W}= pr కా Lm 


由 于 


{X=z)= (20 = మంగ ్య[ంం) = (== ౨న = yy), 


j=1 


而 事件 组 {X=z;,Y 二 yj;)) (二 1,2,…) 两 两 互 不 相 容 ,由 概率 的 可 列 可 加 性 可 得 


BR i 
i=1 


同 理 可 得 
(గు) = Dps, j=1,2 
i=] 
若 记 
లీ = 2 加 1 一 1,2,…， 
j=1 
pi = Dps, j=1,2 
i=1 
于 是 
P{X=zx)}=p., i=1,2 (32.3) 
P{Y=»y)= లం j=1,2,. (3.2.4) 


分 别称 式 (3. 2. 3) 和 式 (3. 2.4) 为 (X,Y) 关 于 X 和 关于 YY 的 边缘 分 布 律 . 
常常 利用 XX 和 YY 的 联合 分 布 律 表格 表示 法 求 边缘 分 布 律 ,如 下 所 示 : 


条 
| ys ఇలా వో కా ల 
Xl pu pi py hi 
Ts pa లి? శ్రా ps 证 p:. 
并 pa pi ps p 
pb.; 力 .1 ps pi 1 
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గ్గ 


上 表 的 中 间 部 分 是 X 与 Y 的 联合 分 布 律 , 而 处 在 边沿 部 分 的 最 后 一 行 和 最 后 一 列 是 将 
联合 分 布 律 的 表格 按 同 列 、 同 行 的 概率 分 别 相 加 得 到 的 ,这 就 是 所 求 的 两 个 边缘 分 布 律 : 关 
54 于 XXX 的 边缘 分 布 律 为 


లే వా E23 me వా 
లం pi: p2: కిళ్లీ బం 
关于 Y 的 边缘 分 布 律 为 
村 ఏ1 yz కా స. 
లీ p:! 万. క్త pi 


例 3-2-1 试 求 3.1.2 节 例 3-1-2 中 二 维 随机 变量 (X,Y) 关 于 X 和 关于 了 的 边缘 分 


布 律 . 
解 由 于 
Y 
0 1 2 
గ్‌ p 
॥ న 4 క క 
21 21 21 7 
2 2 4 
1 了 7 0 7 
1 1 
2 సే 0 0 సే 
10 10 1 
Ds 21 Ei (| 


故 (X,Y) 关 于 X 的 边缘 分 布 律 为 


区 0 1 2 
2 4 于 
名 < 7 7 
关于 Y 的 边缘 分 布 律 为 
Y 0 1 2 
10 10 1 
షై 21 21 


3.2.2 二 维 连续 型 随机 变量 的 边缘 分 布 
设 二 维 连 续 型 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 /(z,y) ,由 于 
Fx (zx) = F(z, 100) = | [| గటట 


వాయు. 
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所 以 和 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,上 且 其 概率 密度 为 


యు [ee (3.2.5) 
同 理 可 知 Y 也 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 జ్‌ 
ష్‌ = | 站 yesmdr. (3.2.6) 


分 别称 fx(z) 和 fy(y) 为 (X,Y) 关 于 XX 和 关于 Y 的 边缘 概率 密度 . 
例 3-2-2 设 二 维 随 机 变量 (X.Y) 的 概率 密度 为 


求 边缘 概率 密度 fx (7) ,fy(y). 
解 ” 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 /(z,y) 的 非 零 取 
值 区 域 如 图 3-5 所 示 。 
当 一 1<x<1 时 ， 
we = | /c,dy = స ల 5 三 da ఖ్‌ 
所 以 (X,Y) 关 于 X 的 边缘 概率 密度 为 
21 ， 
ok (1 一 zi)， 一 1 入 zx 入 1， 图 3-5 
0, 其 他 . 
当 0<y<1 时 ， 


, 


所 以 CX 六 关于 Y 的 边 绿 概率 密度 为 
Pn 本 0<y<1, 
య 
Os 其 他 . 


例 3-2-3 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 服 从 参数 为 po ,po ,ol ,os,p 的 二 维 正 态 分 布 ,分 别 求 
(X,Y) 关 于 X 和 关于 YY 的 边缘 概率 密度 . 
解 (X,Y) 的 概率 密度 为 


|] (z= (zy— pa) yop) 
f(s) ల. 20 షా వ వ |]: 
--౦౦ యై దయ[00, --౦౦ దయ య్ష[009, 
而 
చాటి 2p (rp) (yp) (yp) 
౮1 రర 2 
a లు కాత గ్యాడి oz 二] ， 
所 以 


Ho 
Aco=| friy dy 
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my [+~ i 
-A హ్‌ i అన! 2 rt) dy, 
No102 一 C 
令 
శ్‌ క్షే (2 య్‌ | 
Vl—p ర్క ర్న 

则 有 

dy=0 V1 一 dr， 
故 

四 my [+ శి 

JFx(zr) = లా నా. ed 
x లు 

又 由 于 

Ho శ 

| ezdi 一 V2r， 
则 有 

ed 

fx(7x)= i e A, co<r<+™. 
1 
同 理 可 得 
Co 
胡琴 一 -二 e జ ， ce <<y<< 十 co. 
nos 


这 表明 వరాగల 60) ,YY 一 NCp 60. 由 此 可 见 : 

(1) 二 维 正 态 分 布 的 边缘 分 布 中 不 含 参 数 p; 

(2) 二 维 正 态 分 布 NGOspes ,号 ,0.1) 与 N(ja,pe, ,有 ,0.2) 的 边缘 分 布 是 相 
同 的 ， 

(3) 具有 相同 边缘 分 布 的 多 维 联合 分 布 可 以 是 不 同 的 . 


习题 3-2 


1. 设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 可 能 取 值 为 (0,0), (一 1,1), (一 1,2), (1,0), 且 
取 这 些 值 的 概率 依次 为 1/6, 1/3, 1/12,5/12. 试 求 久 与 Y 的 边缘 分 布 律 . 
2. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


లు . 0<zr<1,0<y<?, 
ZX,y) 一 


0， 其 他 ， 
求 (X,Y) 关 于 X 和 关于 了 的 边缘 概率 密度 . 
3. 设 随机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 
_ es మ్మే... 


求 边缘 概率 密度 fx (zx) ,fy(y). 
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4. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 
fxsy) = 6 yi 
అబి = [0 其 他 57 


求 边缘 概率 密度 fx (zx) ౧౮౧. 


3.3 条件 分 布 


对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) 中 的 两 个 随机 变量 X 和 YY, 在 许多 问题 中 它们 的 取 值 往往 是 
彼此 有 影响 的 ,这 就 使 得 条 件 分 布 成 为 研究 变量 之 间 相 依 关系 的 一 个 有 力 工 具 . 

对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) ,随机 变量 X 的 条 件 分 布 是 在 给 定 了 取 某 个 值 的 条 件 下 XX 
的 分 布 .下面 就 二 维 离散 型 随机 变量 和 二 维 连续 型 随机 变量 分 别 加 以 讨论 . 


3.3.1 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 


设 (X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
బగ రే =y)}= ps, iyj = 1,2,, 
则 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


二 二 二 
j=1 


P{Y=»%}= p= 2ps, j= మలం 
i=1 


若 对 某 一 固定 的 j,p.; 记 0, 则 由 条 件 概率 公式 ,可 得 


PX = | Y= 站 ఎ] న 
Yi 3 


易 知 上 述 条 件 概率 具有 分 布 律 的 特征 性 质 : 


(1) వగా గా) సతాం; 
న్‌ 


ps 1 oj 
(2 PPX zi|lY=y,} > pp ee 1. 
由 此 我 们 有 以 下 定义 . 
定义 3-3-1 设 (X,Y) 为 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
P{X=7I0Y=y}= ps, i = 1,2,., 
క 一 记 .二 0, 则 称 


a cb సం 二 తి 
న 下 随机 变量 X 的 条 件 分 布 律 . 
用 表格 表示 如 下 : 
X=zx; Xl Xs అలల 性/ 
ee py pa ps 
P{X=zi|lY=y,} Ds స 二 
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X 


类 似 地 ,如 果 对 固定 的 i,P{X=z;) రీ. 二 0, 则 称 


P{Y=»|X= xz} 色 ， 区 二 Re (320 
为 在 条 件 X 一 zi 下 随机 变量 Y 的 条 件 分 布 律 . 
用 表格 表示 为 
మూ... ఏ1 ye వ్‌ Yi 
时 హా Pa De Ds 
బగా) గ pr. గ్‌ 


例 3-3-1 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


求 : (1) 在 条 件 Y=0 下,X 的 条 件 分 布 律 ; 
(2) 在 条 件 X=1 下 ,Y 的 条 件 分 布 律 . 

解 ”可 以 由 条 件 分 布 律 的 定义 进行 计算 . 
(1) 在 条 件 Y=0 下 ,X 的 条 件 分 布 律 为 


వై(యరవ= 0న = 0) 21 1 


P{X=0|Y=0} 


గగ = 0) 10 10 
21 
2 
PIX=LY=0}_ 7 _3 
P{X=1|Y=0} pr రెన్‌ 
21 
1 
P{X=2,Y=0}_ 7 _3 
P{X=2|Y=0} pry oF 10 ~ i6 
21 
即 
人 0 1 2 
(= 三 జ 3 3 
P{X=z;|Y=0} fe = 站 


(2) 同 理 可 得 ,在 条 件 X=1 下 ,Y 的 条 件 分 布 律 为 
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P{X= 1,Y = 0} 
PIX=1} 
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P{ 和 三 1Y 王 1) 
P{X=1} 


P{X= 1,Y = 2} 


-elo -leis | 
జా 


PlY=2|X=1) Bri 0， 
即 
Y | 0 1 党 
P{Y=y,|X=1} 二 0 


3.3.2 二 维 连 续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 


设 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 函数 为 f(z,y),X,Y 的 边缘 概率 密度 
函数 分 别 为 fxCz) 和 fy(y). 

由 分 布 函 数 的 定义 可 知 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 函 数 P(X 二 x1IY 二 y). 但 是 ， 
因为 连续 型 随机 变量 取 某 个 值 的 概率 为 零 , 即 ౧0) = 二 0, 所 以 不 能 直接 利用 条 件 概率 的 
公式 来 计算 P(X 过 zx1Y==y) ,但 是 可 以 将 P(X 三 x1Y=y) 看 成 是 h 一 0 时 P(X<zxly<Y< 
y 十 有 ) 的 极限 , 即 

P(X<zx|Y=y)= limP(X 三 工 ly<Y<y+h) 


limP‘X<zy<Y< y 十 hh) 
శాం Pl(y<Y y+h) 


(1 [ewaudo 


స్మ | గాలు 

工 2 
Re 
和 工 | fy(v)dv 


当 f(z,y) ,fy(y) 在 y 处 连续 时 ,由 积分 中 值 定理 可 得 
= స్‌ 
న... = flu,y). 
所 以 


雪 = flu,y) 
PX<zlY=» -| 全 人 和 de 
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因此 ,我 们 可 以 定义 连续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 如 下 . 
定义 3-3-2 设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 /(z,y),(X,Y) 关 于 Y 的 边 


రం. 缘 概 率 密度 为 /y(y) ,车 对 于 国定 的 yy)>0, 则 称 [fy Gu | du 一 | లక్షల 


一 fr(y) 
在 条 件 Y 二 y 下 X 的 条 件 分 布 函数 , 记 为 P{X<zlY 二 y) 或 Fxy(z1y), 即 


Fvtz | 3) = PIXESzIY=» = | MY, (3.3.3) 
న. Y= 二 y 下 XX 的 条 件 概率 密度 , 记 为 
_ f(z,y) 
fxy(r|y)= వే (3.3.4) 
类 似 地 , 当 Ax(z) 二 0 时 ,可 定义 在 条 件 X= 工 下 YY 的 条 件 分 布 函数 
వాటు! peyls=a=| ten (3.3.5) 
-= fx(z) 
条 件 概 率 密 度 为 
fit ha = . | (3.3.6) 


由 式 (3. 3.3) 和 式 (3. 3.5) 可 得 

fxsy) = fx Cr) fyxCy | zx) = fry)fxr(z | ఎ. (కళ 
易 证 条 件 概率 密度 /xiy(z1y) 和 rix(Cylz) 满 足 概率 密度 的 两 条 基本 性 质 . 
例 3-3-2 设 (X,Y) 的 概率 密度 为 


6 
，z 过 0 二 0， 
人 人 


Or 其 他 ， 
试 求 : (1) 条 件 概率 密度 fxivr(Czly) 和 vixCylz); 
(2) 概率 P(0 二 x 过 1|y=1). 


to | 图 6 rdy 2 5， ZX 宇 0， 
解 (6౧ =| ర్వ = 1 (ritytl) r+) 
0， 其 他 ， 
+t” 6 2 
వ్‌ d ఫు సట 
(౮౦ = |" (zyy)dz = | (ziytD) ఇ గ ఈ 
加 05 其 他 . 
于 是 当 x 宇 0,y 宇 0 时 ,有 
నా 
Cr 十 y 十 1 3(y 十 1)s 
fur (zx 1 y) 2 CEz 十 9 十 项 ， 
చో 
6 
~、_ ఆటో _ 3౮+ 
fux(y | z) 2 (చాచా 


క 
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故 当 y 宇 0 时 ， 
3(yE1) 


వాలిన జా! 
ఆ = [రా 无 区 
0， 其 他 ; 
当 zx 之 0 时 ， 
ల నా 
కాం. 08 
CE ea 3 之 
其 他 . 
(2) 当 y=1 时 ， 
24 
trio’ 二 0， 
Jxir(z | y) 一 భా డా 
న 其 他 . 
一 二 发 24 19 
స భ్‌. |. ia 27 


例 333 设 随 机 变量 X 服从 区 间 (0,2) 上 的 均匀 分 布 , 在 条 件 X=z(0<z<2) 下 , 随 


机 变量 Y 服从 区 间 (x,2) 上 的 均匀 分 布 . 
试 求 : (1) X 和 YY 的 联合 概率 密度 ; 
(2) (X,Y) 关 于 Y 的 边缘 概率 密度 . 
解 (1) 由 条 件 易 知 ,X 的 概率 密度 为 
1 
ts (2 
0 其 他 ， 
在 条 件 X=z(0<z<2) 下 ,Y 的 条 件 概率 密度 为 
Ee 
fyx(y| z) 一 
0, 其 他 . 
由 式 (3.3.7) 可 得 X 和 Y 的 联合 概率 密度 为 


0 


一 
flz,y) = frx(y|z)* fx(z) = య్‌ - 


0, 其 他 . 
(2) (X,Y) 关 于 YY 的 边缘 概率 密度 为 


| 1 
+ dz [lIn2—In(2—y)],， 0<=y<=2, 
| = 上 | యులు | 22-౨౯ 2 


గ్ర 其 他 . 
习题 3-3 
1. 在 习题 3-2 第 1 题 中 求 : 


(1) 已 知事 件 {Y 王 1} 发 生 时 X 的 条 件 分 布 律 ; 
(2) 已 知事 件 {X 一 0} 发 生 时 Y 的 条 件 分 布 律 . 
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= 
వాత 
=. 


2. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
本 క్షజక 1,0 二 > 去 十 (1 一 z)， 


0， 其 他 ， 
求 条 件 概率 密度 fxiy(Czly) ,fyix (ylz). 
3. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


62 f(r,y) = | 


2ry, 0<y<'0<z<2, 
0， 其他， 
求 : (1) 条 件 概率 密度 fxv(zly) ,并 写 出 xv (| 二 ]; 

(2) 条 件 概率 密度 fnx(y|z) ,并 写 出 ౧6౮10. 


4. 设 随 机 变量 X 服从 区 间 (0,1) 上 的 均匀 分 布 , 当 X=z(0<z 过 1) 时 ,随机 变量 了 也 
服从 区 间 (0,z) 上 的 均匀 分 布 . 求 (X,Y) 的 概率 密度 及 其 关于 YY 的 边缘 概率 密度 . 


3.4 随机 变量 的 独立 性 


在 多 维 随机 变量 中 ,各 分 量 的 取 值 有 时 会 相互 影响 ,但 有 时 会 毫 无 影响 . 比如 一 个 人 的 
数学 成 绩 X 和 物理 成 绩 Y 就 会 相互 影响 ,但 它们 与 体育 成 绩 Z 一 般 无 影响 . 当 两 个 随机 变 
量 的 取 值 规律 互 不 影响 时 ,就 称 它们 是 相互 独立 的 . 本 节 我 们 将 利用 两 个 事件 相互 独立 的 概 
念 引出 两 个 随机 变量 相互 独立 的 概念 . 

定义 3-4-1 设 F(Cz,y) 是 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 , Fx (zx),Fy(y) 分 别 是 
(CX,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 函 数 , 若 对 于 任意 实数 zx,y 有 

P{X<zr,Y<y} = PIX<Zz}P{Y < y}, KS 


(zyy) = | 


即 
F(xr,y) = Fx(x)Fy(y), (3.4.2) 
则 称 随机 变量 X 和 Y 相互 独立 . 
当 (X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 时 , 若 对 任意 的 可 能 取 值 (zi ,yj),i,j 二 1,2,…, 有 
P{X= Zi,Y = y;} = P{X = x}P{Y = y,}, (కుకు! 


即 
ps = రిల ij =1,2,.°, (3.4.4) 
则 称 X 和 YY 相互 独立 .这 里 ps ,pi;. ,p.; 依 次 为 (X,Y),X 和 YY 的 分 布 律 . 
当 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 时 , 若 对 任意 的 实数 zx 和 ,有 
zy) = టొ గట) (3.45) 
则 称 X 和 了 相互 独立 . 这 里 f(x,y),fx(z),fy(y) 依 次 为 (X,Y),X 和 YY 的 概率 密度 
函数 . 
若 随机 变量 X 和 了 相互 独立 , 则 对 任意 区 间 (Czi ,zz],(y:,y?], 均 有 
Pl < EE < =Pa 人 < wm} Pty యస్‌ కపట 
虽然 由 边缘 分 布 一 般 不 能 确定 联合 分 布 (3.2 节 的 结论 ), 但 是 ,通过 上 面 的 介绍 可 知 ， 
如 果 随 机 变量 相互 独立 , 则 利用 式 (3. 4. 2) 由 边缘 分 布 可 以 确定 联合 分 布 . 


ఇల 
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例 3-4-1 设 (X,Y) 的 分 布 律 为 


时 


> 0 2 63 
0 జే జే జే 
క పి 地 0 
2 యే 0 0 
试 判断 X,Y 是 否 相 互 独立 . 
解 (X,Y) 关 于 X,Y 的 边缘 分 布 律 分 别 为 
XxX 0 和 1 
Pr 了 శీ సే 
和 
区 0 1 క్ల 
గ్‌ 站 如 
由 于 P{X=0,Y=0}= 直 ,而 PIX=0) = 80౦) =ఢి. ట్లీ=ఛ్తు,4 


P{X=0,Y=0}¥P{X=0}.P{Y=0), 
因此 X 与 了 不 相互 独立 . 

例 3-4-2 甲 同学 到 达 教 室 的 时 间 均 匀 分 布 在 7:40 一 8:05, 乙 同学 到 达 教 室 的 时 间 均 
勾 分 布 在 7:50 一 8:10, 且 二 人 到 达 教 室 的 时 间 相互 独立 , 求 甲乙 二 人 到 达 教 室 的 时 间 相 差 
不 超过 5min 的 概率 . 

解 用 XX 表示 甲 同学 到 达 教 室 的 时 间 ,Y 表示 乙 同 学 到 达 教 室 的 时 间 , 则 

1 


未 ， 40 过 z+ 65, 
fxr(z) = ~ 

0， 其 他 ; 

1 

sx, 50y<70, 
యు): 四 లో 

0 其 他 . 


由 题 意 知 X 和 Y 相互 独立 ,所 以 (X,Y) 的 概率 密度 为 
f(r,sy)= fx (x)fy(y) 


1 
Ze 40 三 x 三 65,50 达 yy 三 70， 


0， 其 他 . 
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所 求 概率 为 


. 1 人 1 3 
一 二 = 上 [| ॥్‌ కీ 2 
(| 和 一 Y| 坟 5) re Wdrdy = ట్‌ గర a x ( x 20 X10°) 


其 中 D= {Gy) | I[X—Y|<5,.40<r<65,50<y<70}. 


例 3-4-3 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 服 从 参数 为 yn ,ps,o ,os,p 的 二 维 正 态 分 布 , 即 
( 久 , 站 一 Npavpaso? =ర్తో 0) ,证 明 : XX 与 YY 相互 独立 的 充 要 条 件 是 p= 二 0. 
证 (1) 充分 性 
车 p==0, 则 (X,Y) 的 概率 密度 为 
టా) mrp| వే [1 十 下 (3.4.6) 
根据 3. 2 节 例 3-2-3 可 知 (X,Y) 关 于 和 与 Y 的 概率 密度 分 别 为 


Cp) (జై 
em 


fx(z) = 


276 27% 
క... 
(2) 必要 性 
若 X 与 了 相互 独立 , 则 对 任意 实数 zx,y 有 
f(r,y) = fx (x)fy(y), 
特别 地 , 令 ల ,y=Ama ,代入 式 (3.4.6) 得 
1 
2roiosV1 一 太 276602" 
从 而 可 得 00. 

由 例 3-4-3 可 以 看 出 ,在 二 维 正 态 分 布 NOa ,pa ,oji,o ,o) 中 ,参数 po 反映 了 X 与 了 之 
间 的 相互 关系 . 

二 维 随 机 变量 的 一 些 概念 和 性 质 , 可 以 推广 到 n(n 二 2) 维 随机 变量 的 情形 . 

设 巨 是 一 个 随机 试验 , 它 的 样本 空间 是 $= {e}, Xi = Xi(e), X= Xs(e),*…,X, 二 
X,(e) 是 定义 在 S 上 的 随机 变量 , 称 n 维 向 量 (Xi ,XX,,…,X,) 为 S$ 上 一 个 n 维 随机 变量 或 
维 随 机 向 量 . 

对 个 任意 实数 zz1 ,zx ，… ,zon 元 函数 

Flzisz2°" ,Ts) 一 PXI < xi, Xs SC ze Ks కృషి) 
称 为 n 维 随机 变量 (Xi ,XX,，…,X, ) 的 分 布 函数 或 随机 变量 Xi ,X,,…,X, 的 联合 分 布 
函数 . 
已 知 CXi ,XX。，,…,X,) 的 分 布 函 数 下 (zi ,zo，… ,Zz,) ,可 确定 (Xi,X,,…,X,) 的 (1 过 
k=n) 维 边缘 分 布 函数 . 如 (Xi ,XX,,…,X,) 关 于 Xi 的 边缘 分 布 函数 为 
Fx, (గ) = F(z ,十 cc， 十 co)， 
关于 (Xi ,Xs) 的 边缘 分 布 函 数 为 
“వ. 一 下 (zi,zz, 十 co 十 co). 
车 对 任意 实数 zi ,zz，…'zs 有 
F(zisz2 °° Ts) = Fx (zi)Fx (zz)…Fx (ro)， 
则 称 随机 变量 Xi , XX; ,.…,X, 相互 独立 . 
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车 (Xi రండ n 维 离 散 型 随机 变量 , 则 Xi ,XX,,…,X, 相互 独立 的 充 要 条 件 是 : 
对 (Xi , 义 ,… ,XX, ) 的 任何 一 组 可 能 取 值 (zi ,xs,…,zx,), 有 

卫 (X = zx1,Xs = ZX = za} = P{X1 = zx1}P{X: = zx2}°%…P{X, = zx,}. 

车 (Xi , 义 ;,…, 义 ,) 是 n 维 连续 型 随机 变量 , 则 Xi ,X: ,…,X, 相互 独立 的 充 要 条 件 是 ; 

FR) = fr mf Ce) fr (Ln)s 

其 中 f(z 229 ,zx,) 是 (X1 ,Xs，…,X,) 的 概率 密度 ,fx (zi) 是 (Xi ,Xs，,…,X,) 关 于 X; 的 
边缘 概率 密度 (i=1,2,…,n). 

车 对 任意 实数 zi 222 ,yi 02 ,ya， 有 


F(z 9202 9 s Tm YY Ya) 一 下 (zyzey Tn) Fo (1 *02 = Ya), 
则 称 随机 变量 (Xi ,Xs ,…,Xo) 和 (Yi ,ys:,…,Y,) 相 互 独立 ,其 中 Fi ,Fs ,下 分 别 为 随机 变量 
(Xi XY YY) 和 (Xi XY yz, ,YY,) 的 分 布 函 数 . 


习题 34 


1. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
6z, 0 区 二 二 1 二 六 区 本 


zyy) = | 
0， 其 他 ， 


试 判断 久 与 Y 是否 相 互 独立 . 
2. 设 随 机 变量 X 与 Y 相互 独立 ,其 联合 分 布 律 为 


Y 
x | ఏ 3 పో 
గై 
2 a c 
1 1 
ZX 可 b 本 


试 求 联合 分 布 律 中 的 a,b,c. 


3. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 区 域 G 上 服从 均匀 分 布 ,其 中 G 由 直线 > 一 zy 一 一 z， 
y 一 2 所 围 成 . 
(1) 求 和 与 Y 的 联合 概率 密度 
(2) 求 X,Y 的 边缘 概率 密度 ; 
(3) 判断 X 与 了 是 否 相 互 独立 . 
4. 设 X 和 了 分 别 是 掷 一 枚 骨 子 两 次 先后 出 现 的 点 数 . 试 求 关于 : 的 方程 
十 下 十 Y=0 
有 实 根 的 概率 p 和 有 重 根 的 概率 gq. 


3.5 二 维 随机 变量 的 函数 的 分 布 


设 (X,Y) 为 二 维 随机 变量 , 则 Z 二 gC(X,Y) 是 (X,Y) 的 函数 , 且 Z 是 一 维 随机 变量 . 现在 
的 问题 是 如 何 由 (X,Y) 的 分 布 求 出 Z 的 分 布 . 一 般 来 说 ,我 们 是 将 Z 的 分 布 转化 成 有 关 
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(X,Y 了) 的 概率 分 布 . 下面 主要 讨论 儿 个 具体 函数 的 分 布 ， 
3.5.1 二 维 离散 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 


设 (X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
P{X=zY=y}= ps, i = కేం 
Z 二 g(X,Y) 是 X,Y 的 函数 , 则 Z 也 是 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
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(2 = ఇ) = P{lg(X,Y) = ఇ) = న్‌ P{X= zx,Y = ») 
{x03 ) 1 క(్యా వ్యా) వాక్య) 
一 3 ps» k=1,2,°. (251)! 


ర. 


例 3-5-1 设 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


Y 
= 1 2 
XxX 
= 1/4 1/10 3/10 
2 3/20 3/20 1/20 


试 求 Z1 = 二 XX 十 Y 和 2 二 max(X,Y) 的 分 布 律 . 
解 将 (X,Y) 及 各 个 函数 的 取 值 对 应 列 于 同一 表 中 : 


py 1/4 1/10 3/10 3/20 3/20 1/20 

(X,Y) (కాకి చాక) (一 1,1) 《一 可 2 (2, 一 1) (2,1) (2,2) 
Zi=X+Y 一 2 0 3 4 
Z:=max(X,Y) Cn 1 2 2 2 2 


因此 ,Zi 二 XX 十 Y 的 分 布 律 为 


2 ఇస్‌ 0 1 3 4 


pe 1/4 1/10 9/20 3/20 1/20 


Zi 二 max(XX,Y) 的 分 布 律 为 


Zs = 1 2 


ps: 1/4 1/10 13/20 


例 3-5-2( 泊 松 分 布 的 可 加 性 ) 设 X,Y 相互 独立 ,它们 分 别 服从 参数 为 A 和 4s 的 泊 松 
分 布 , 即 久 一 x(X1),Y~~x(4s), 则 Z==X 十 Y 服从 参数 为 A 十 4s 的 泊 松 分 布 . 
证 గ నాణాల) పంట) 
ఆనే 


P{X=i}= me i=0,1,2,.， 
到 


౨) = లలో, (= 032 
న 
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2 的 可 能 值 为 & 二 0,1,2,…, 故 


P{Z=%}= P(X+Y=8}= DP(X=iY = శా?) 


i=0 67 
上 人 局 
A శో 
సం క 1 一 2 
వం. ds ft ied a 
ఆటా ఇ AI లం 
Rr 2 ee So జ్‌ 


i=0 
大 
一 లు + k=0,1,2,. 


因此 22 చాలట 十 1z). 
由 本 例 易 知 ,有 限 个 相互 独立 的 、 服 从 泊 松 分 布 的 随机 变量 之 和 仍然 服从 泊 松 分 布 . 


3.5.2 二 维 连 续 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 


设 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 为 fCz,y), 则 Z 二 g(X,Y) 的 分 布 函 
数 为 


Fz(z) = P{Z<z) = Plg(X,Y) <z} = || JCzyy)dzdy。 
下 面 主要 讨论 二 维 连 续 型 随机 变量 和 的 分 布 、 最 大 值 与 最 小 值 的 分 布 
1. 和 的 分 布 
设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 /(z,y), 则 Z 三 X 十 Y 的 分 布 函数 为 
Fz(z) = P{Z < x) =- J re y)dzdy， 


其 中 积分 区 域 {Cz,y) |z 十 y 委 =} 表 示 直 线 工 及 其 左下 方 的 半 平面 ( 见 图 3-6). 化 为 
累 次 积分 ,得 


(ఇ) = |” [| యిటట. 
对 积分 | ”7(z,y)dy 作 变量 代 换 , 令 లాంటి 
| టి 一 | లావటి 
故 
Fz(z)= [| [ fers0— వటట 
= | [| ఆలా] 4. 
由 分 布 函数 与 概率 密度 的 关系 得 Z 的 概率 密度 为 
站) = | లాట (352 
由 XX,Y 的 对 称 性 ,fz(z) 又 可 写成 
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Po 下 f(z—y,y)dy. (35.3) 
特别 地 , 当 X 和 Y 相互 独立 时 , 式 (3. 5.2) 和 式 (3. 5. 3) 可 写 为 
fz(z) = [60 “fy(z—z)dr, (3.5.4) 
+ 
fz(z) = | f(s—» “fy(ydy, (3: 5.5) 


其 中 fx (zx) ,fy(y) 分 别 为 (X, 耻 关于 久 和 关于 Y 的 边缘 概率 密度 . 称 式 (3. 5. 4) 和 式 (3.5.5) 
为 卷 积 公 式 , 记 作 fx * fy, 即 
+co + 
fx*fy = | యగ 一 z)dz = టా 3) PrCy)dy- 


例 3-5-3 设 X 和 了 都 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1) ,上 且 相 互 独立 , 试 求 Z 二 XX 十 Y 的 概率 
密度 . 
解 昂 知 X 和 Y 的 概率 密度 分 别 为 


Jx(Cz) = ల్‌, co << 工 一 十 co， 
V 2 
2 
fr(y) = 1 ee， 一 co<xz< 二 co. 


27 


由 式 (3. 5.4) 得 Z 二 XX 十 Y 的 概率 密度 为 
సలుల [jw 二 


1 ft” 


作 变 量 替 换 , 令 :=z 一 三 ,得 


2 
లం ళల లోట Let 
fs | = MT 
1 到 
న వానా! 
V2r = ౮/2 


即 Z 一 X 十 Y 服从 正 态 分 布 N (0,2). 

一 般 地 , 设 两 个 随机 变量 X 和 了 相互 独立 ,上 且 X~ Na:,o),Y 一 NG 60) 061110 
和 Z 一 X 十 Y 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 Z~N Ca 十 pw, 十 中). 这 个 结论 可 以 推广 到 个 随机 
变量 的 情况 . 即 若 个 随机 变量 XX1 ,XX ,…,X, 相互 独立 , 且 对 任意 的 i,X;~~N (pi,0?) ,i 二 


1,2,… ,nn, 则 这 力 个 随机 变量 的 和 Z = 》)X; 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 Z ~ నలు. లు. 
i=1 i=1 i=1 


更 一 般 地 ,可 以 证 明 如 下 的 重要 结论 : 有 限 个 相互 独立 的 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 的 线性 
组 合 仍然 服从 正 态 分 布 . 

例 3-5-4 设 有 两 个 相互 独立 的 随机 变量 和 XX 和 Y, 且 六 服从 区 间 [0,2] 上 的 均匀 分 布 ,Y 
服从 区 间 [0,1] 上 的 均匀 分 布 , 求 Z 二 XX 十 Y 的 概率 密度 . 

解 ” 由 题 意 知 


వెలా. 
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గై 
మ చైతుల 
(z) 一 2 
pe | en a 


由 式 (3. 5.4) 得 Z 二 XX 十 Y 的 概率 密度 为 లా 
26) = | గటు) “fn = | pd 
作 变 量 替换 , 令 = 一 z+, 则 z 一 = 一 xdz du, 故 
a] [EA తై వ... 


0 
/w= | 


见 图 3-7. ~ 
见 图 2-2 02 1 u 
当 =<0 或 :一 ?>>1, 即 之 3 时 , fz(z) = 二 | 044 一 0; 
కి z-2 0 1 z 2 u 
当 0<z<1 时 , fz(z) = [ee 二 2 
2 2 0 ౨2 | = 7 
当 1<z<2 时 , fz( ) ఆ స్టా | ia = 十， 图 3-7 
1 
当 2<=<3 时 ,1z(z) = 二 | త్రం 二 (3 一 2). 
2 一 2 
所 以 
స్తే, 0=z1, 
1 < 
పనలు = 1 es 
z(2) = 
去 3 一 =)， ఓచలక్షక్తే 


0, 其 他 . 

另 解 : 由 于 X 和 Y 相互 独立 , 故 (X,Y) 的 概率 密度 为 
1 

(షం =12 

0， 其 他 . 


， 0<~<zx<2,0<y<=1, 


则 2 的 分 布 函 数 为 
(౬) = ర(2 క ఐ) = PX+Y<#) = | (ఎటట. 


zty<r 
其 中 积分 区 域 是 位 于 直线 x 十 y 二 > 及 其 左下 方 的 半 平 面 . 
当 > 和 0 时 ,Fz(z) 王 0; 
కక 23 时 ,Fz(z) 一 1; 


当 0<=<1 时, Fz(z) = [Fal 二 
స 4 
మ. 出 1 = 区 中 i 

当 1<<z> 委 2 时 , Fz(z) = qz 了 do 十 | dz 三 了 dy 一 本 = 一 下 

当 2<z<3 时 , Fz(z) 一 后 dz గా. de | Fay 二 
స్ట 2 జ ట్‌ 


所 以 Z 的 分 布 函数 为 


”> 
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0, శవయ 0, 
జ్‌ 0 委 z 委 1， 
Fz(z) = ， 1<z< 2, 


忆 一 卫 ， a 


从 而 Z=X 十 Y 的 概率 密度 为 


fz(z) = Fz(z) = 


2S elw om- oI- 


其 他 . 
例 3-5-5 设 随 机 变量 X 表示 某 种 商品 一 周 内 的 需要 量 ,其 概率 密度 为 
మం పపాత 


f(x) = 
0， 之 和 人 
已 知 这 种 商品 每 周 的 需要 量 相 互 独立 . 用 Z 表示 这 种 商品 两 周 的 需要 量 , 求 Z 的 概率 
密度 . 
解 设 X 表 示 第 一 周 的 需要 量 ,Y 表示 第 二 周 的 需要 量 , 则 
Z=X+Y, 


由 卷 积 公式 得 Z 二 X 十 Y 的 概率 密度 为 


HH 
fz(z)= |. Jx(Cz)rCz 一 Z)dz 
0 HH 
=| 0౨ fy(z—zx)dr +| ఇల్‌ * fy(z— zx)dzr 
= 0 


యం 
=| Xe™% fr(z—= 7z)dr, 
0 
令 kx 一 z 一 z, 则 zx 一 > 一 wdz dx , 故 


fz(z) = | బిల్‌ «fy (0)(— du) = |" (z— We * ౧(64 
当 > 和 0 గ, fz(z) = [ Odu = 0; 
当 z>0 时 , fz(z) = |" (బిలో) 。 户 (dz 


四 
一 | (z—iwWe™? .0du +| (= 一 te .ue"du 
అశ 0 


[ee z2)du 一 e ( వ్‌ 1 ల 
0 


即 
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71 
2. 最 大 值 与 最 小 值 的 分 布 
设 X,Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 分 布 函数 分 别 为 Fx(z) ,Fy(y) ,下面 我 们 来 求 
最 大 值 M 王 max(X,Y) 及 最 小 值 N= 二 min(X,Y) 的 分 布 . 
(1) 最 大 值 M 王 max(CX,Y) 的 分 布 
设 M 的 分 布 函数 为 F(z) ,由 于 M 一 max(X,.Y) 小 于 等 于 > 等 价 于 X 和 YY 同时 小 于 
等 于 =, 且 X 与 了 相互 独立 ,所 以 
Fu(z) 一 P(UM 委 z) = P{max(X,Y) < z} 
=P{X<z,Y<z) = PIX<z)P{Y < ౭), 
即 
Frax (2) = Fx(z) = Fy(z). (3.5.6) 
(2) 最 小 值 N= 二 min(X,Y) 的 分 布 
设 N= 二 min(X,Y) 的 分 布 函 数 为 గజ (ల) ,同上 类 似 ,由 于 N 二 min(X,Y) 大 于 xz 等 价 于 
XX 和 YY 都 大 于 z, 且 X 义 与 Y 相互 独立 ,因此 
Foun(z)= PIN Sz}=1—P{IN>*}=1—P{min(X,Y) > అ) 
=1—P{X>z,Y>z)}=1—P{X>z}P{Y> ౯) 
=1—[1—P{X<z}J[1— PI{Y < zx}j, 


即 
Fi(z) = 1—[1— Fx(z)]* [1— Fy(z)]. (3.5.7) 
以 上 结论 可 以 推广 到 有 限 多 个 相互 独立 的 随机 变量 的 情形 . 设 Xi ,X,,…,X, 是 个 相 
互 独立 的 随机 变量 ,上 且 这 个 随机 变量 的 分 布 函数 分 别 为 Fx (z) (i 二 1,2,…,n), 则 M 一 
max(X నస్‌ వి) లకి నిజార్‌ ,X …,X,) 的 分 布 图 数 分 别 为 


Fax(z) 一 Ti (3.5.8) 
i=1 
Fuin(z) = [బత్యాల (3.5.9) 
特别 地 ,车 相互 独立 的 随机 变量 Xi ,Xs,…',X, 有 相同 的 分 布 函数 下 (z), 则 
కొలు (z) = [FCz) 了 ， (3.5. 10) 
Faun(z) = 1— [1— F(z)J. (3.5.11) 


例 3-5-6” 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 服 从 同一 分 布 , 试 证 明 : 
P{a<=< min{X,Y} కఠి) = [P{X> a}J:—[P{X> 606), a<b. 
证 因为 X,Y 相互 独立 , 且 服 从 同一 分 布 F(z), 由 式 (3.5.11) 可 得 min(X,Y) 的 分 布 
函数 : 
Fun(z) 一 1 一 [1 一 下 (z)]?. 
于 是 
Pta< min{X,Y} < 6}= Fr,(b) — Frin (a) 
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జా శరా [1 (కత) (1౯కి)! 
= [1-(గ౧క్ష 4) 1 -[1- (క్ష రి) | 
= (2(౫ ౫4) —[P{X> 8), 


习题 3-5 


1. 设 随机 变量 X 和 了 Y 相互 独立 ,其 分 布 律 分 别 为 


X 1 2 至 一 号 0 1 


pe 0.7 0.3 pe 0.2 0.3 0.5 


试 分 别 求 2 二 XX 十 Y 和 2 二 max(X,Y) 的 分 布 律 . 

2. 设 XX 和 YY 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,X 服从 区 间 ( 一 1,2) 上 的 均匀 分 布 ,Y 服从 
区 间 (0,1) 上 的 均匀 分 布 , 求 z= 二 X 十 Y 的 概率 密度 . 

3. 设 X 和 了 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,X 在 (0,0.2) 上 服从 均匀 分 布 ,Y 的 概率 密 
度 为 

fi = 5e ee yD0， 
0, yy 和 (0. 
试 求 Z=XT+Y 的 概率 密度 . 

4. 设 系 统 L 由 四 个 电子 元 件 Li,L; ,Ls.L4 连接 而 成 (如 图 3-8 所 示 ), 且 它们 是 否 正常 
工作 相互 独立 . 设 各 个 电子 元 件 的 使 用 寿命 Xi (Ci=1,2.3,4) 都 服从 相同 的 分 布 , 概 率 密 
度 为 

_ es 0 
f(z) = 
(6, 0， 
2 表示 系统 L 的 使 用 寿命 , 求 Z 的 分 布 函数 和 概率 密度 . 


六 | లై | 


గ్‌ jh | 


图 3-8 


5. 设 随机 变量 X 和 Y 相互 独立 ,X 在 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 ,Y 在 (0,2) 上 服从 均匀 分 
布 , 求 Zi 二 max(XX,Y) 和 2, 一 min(X,Y) 的 概率 密度 . 
6. 设计 和 YY 都 服从 正 态 分 布 N(0,0?), 且 相互 独立 ,试验 证 随机 变量 = VX 十 到 具 
有 概率 密度 
xz 之 0， 
jz(z) 一 1415 
0, వాచ లి 
我 们 称 2 服从 参数 为 c(c>0) 的 瑞 利 分 布 . 


随机 变量 的 数字 特征 


在 第 2 章 及 第 3 章 我 们 讨论 了 随机 变量 的 概率 分 布 ,这 种 分 布 是 随机 变量 的 概率 性 质 
最 完整 的 刻画 . 但 在 一 些 实际 问题 中 ,随机 变量 的 概率 分 布 并 不 容易 求 得 ,而 且 有 时 人 们 感 
兴趣 的 是 反映 随机 变量 某 些 特性 的 常数 . 例如 ,考察 某 个 班级 的 学 习 成 绩 , 一 般 只 要 知道 该 
班级 的 平均 成 绩 ; 又 如 ,我 们 在 了 解 某 一 行业 职工 的 经 济 状况 时 , 既 要 关注 他 们 的 平均 收 
入 ,又 要 关注 个 人 收入 与 平均 收入 之 间 的 偏离 程度 , 若 平均 收入 较 高 , 且 个 人 收入 偏离 平均 
收入 的 程度 较 小 , 则 这 个 行业 职工 的 经 济 状况 较 好 .我 们 把 这 些 反 映 随机 变量 某 些 特征 的 数 
值 称 为 随机 变量 的 数字 特征 ,这 些 数字 特征 在 理论 和 实践 中 都 具有 十 分 重要 的 意义 . 本 童 将 
介绍 随机 变量 的 几 个 常用 数字 特征 : 数学 期 望 方差 , 协 方差 ,相关 系数 和 和 拢 . 


4.1 随机 变量 的 数学 期 户 


4.1.1 离散 型 随机 变量 的 数学 期 户 


数学 期 望 这 个 词 源 于 赌博 . 我 们 来 看 如 下 的 例子 . 

引 例 甲乙 二 人 赌 技 相 同 ,各 出 现金 100 元 ,约定 先 胜 三 局 者 为 胜 , 取 得 全 部 200 元 . 
现在 甲 胜 2 局 乙 胜 1 局 的 情况 下 中 止 , 问 赌 本 该 如 何 分 配 ? 

解 ”设想 继续 赌 两 局 , 则 结果 无 非 以 下 四 种 情况 之 一 : 

( 甲 胜 . 甲 胜 ),( 甲 胜 、. 乙 胜 ),( 乙 胜 . 甲 胜 ),( 乙 胜 、. 乙 胜 ). 

把 已 赌 过 的 三 局 与 这 四 个 结果 结合 ,我 们 可 看 出 甲 获 胜 的 概率 为 3/4, 乙 获胜 的 概率 为 1/4. 
所 以 在 甲 胜 2 局 乙 胜 1 局 的 情况 下 , 甲 能 “期望 得 到 的 数目 ,应 当 确定 为 
1 


一 (元 
1 150( 元 ) 


200X 半 十 0X 


而 乙 能 “期望 得 到 的 数目 则 为 


200౫ 二 +0 x 了 = 50( 元 ) 


如 果 引 进 一 个 随机 变量 X,X 等 于 在 上 述 情况 ( 甲 2 胜 乙 1 胜 ) 之 下 ,继续 赌 下 去 甲 的 最 终 所 
得 , 则 X 有 两 个 可 能 值 : 200 和 0, 其 概率 分 别 为 3/4 和 1/4. 而 甲 的 期 望 所 得 , 即 X 的 “期 
望 ” 值 等 于 X 的 可 能 值 与 其 概率 之 积 的 累加 . 这 就 是 “数学 期 望 ”( 简 称 期 望 ) 这 个 名 词 的 
由 来 . 


> 
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定义 4-1-1 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
P{X=z) = Pp, k=1,2,.. 
如 果 级 数 


2 lzlp<™, 
k=1 
则 称 级 数 Soy 的 和 为 随机 变量 X 的 数学 期 望 , 记 为 ECX), 即 


E(X) = Dp. (4.1.1) 


数学 期 望 简称 期 望 ,数学 期 望 也 常 称 为 “ 均值 "， 即 “ 随 机 变量 取 值 的 平均 值 ”, 当然 这 个 
平均 是 指 以 概率 为 权 的 加 权 平 均 . 

定义 中 的 绝对 收敛 条 件 是 为 了 保证 E(X) 的 值 不 因 求 和 次 序 改 变 而 改变 . 式 (4. 1.1) 实 
际 上 是 随机 变量 X 的 取 值 以 概率 为 权 的 加 权 平 均 . 它 有 一 个 物理 解释 ,如 果 zi,zs,… 是 工 


轴 上 质点 的 坐标 , pi ,ps，… 是 相应 质点 的 质量 ,质量 总 和 为 > pi 二 1, 则 式 (4. 1. 1) 表 示 质 


点 系 的 重心 位 置 . 
例 4-1-1 甲乙 两 台 自 动机 床 生产 同一 种 标准 件 , 甲 . 乙 各 生产 1000 件 产品 ,次 品 数 分 
别 用 X 和 了 表示 ,经 过 一 段 时 间 的 考察 ,X 和 YY 的 分 布 律 分 别 为 


X 0 1 2 3 
గ 0.7 0.1 0.1 (కే 
和 
¥ 0 1 这 3 
గ 0.5 . 0.2 0 


试问 哪 一 台 机 床 质量 好 一 些 ? 
解 为 了 评价 甲乙 两 台 机 床 的 质量 ,我 们 来 求 X 和 YY 的 数学 期 望 . 
E(X) 一 0X0.7 十 1X0.1 十 2X0.1 十 3X0.1 一 0.6， 
E(Y) =0X0.5+1X0.3+2X0.2+3X0=0.7, 
由 于 E(X) 二 E(Y) ,说 明 甲 机 床 在 生产 的 1000 件 产品 中 次 品 的 平均 数 比 乙 机 床 少 ,因此 甲 
机 床 的 质量 比较 好 . 
例 4-1-2 (1) 若 随 机 变量 服从 二 项 分 布 B(n,p), 试 求 它 的 数学 期 望 E(X). 
(2) 若 随机 变量 X 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 , 试 求 它 的 数学 期 望 E(X). 
解 (1) X 的 分 布 律 为 
P{X=k}= యీ బీ, k=0,1,2,.,n, 


所 以 
వాంరి = Bc’ (p=np ?CHp (1— pH ED = np. 
k=1 
这 里 , 当 1<k<n 时 
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nl nO—1)! 
kl(n—k)! Ck— nC = DN 


శిర = 4 


(2) 因为 


జల, 


P(X=k) 三 站 & 一 0,1,2,… 
一 = 一 0,1,2,…， 


所 以 
Sv NY ఆ ల 
E(X) tr న 2 ty Me 。e 一 ). 

例 4-1-3 假设 有 10 只 同 种 电器 元 件 , 其 中 有 两 只 不 合格 品 . 装配 仪器 时 ,从 这 批 元 件 
中 任 取 一 只 ,如 果 是 不 合格 品 , 则 扔 掉 重 新 任 取 一 只 ; 如 仍 是 不 合格 品 , 则 扔 掉 再 取 一 只 . 试 
求 在 取 到 合格 品 之 前 ,已 取出 的 不 合格 品 数 的 数学 期 望 . 

解 ” 记 A; 为 “第 i 次 取出 的 是 合格 品 ”,i 二 1,2,3. 随机 变量 X 为 “" 取 到 合格 品 之 前 ,已 
取出 的 不 合格 品 数 ”, 则 X 的 可 能 取 值 为 : 0,1,2, 且 


లూ బ్‌ జతి నా 2 8 8 
P(X=0) = (4) = 着 ，PIX= 1 = P(AA:) = శ్యేగశ్డీ = స్టే, 
ల 
కనన మో a “సదా తా శం 
于 是 可 得 X 的 分 布 律 为 
X 0 1 2 
Pp 8/10 8/45 1/45 


లే 
45 9) 


8 8 
E(X) వ 


4.1.2 连续 型 随机 变量 的 数学 期 户 


在 连续 型 随机 变量 的 情况 下 ,以 积分 代替 求 和 ,可 得 到 数学 期 望 的 定义 : 
定义 4-1-2 设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 /(zx) ,如 果 积 分 


en 
| Iz|lf(zdr<™, 


则 称 
eo 
E(X) = zf (zdzr (4.1.2) 


为 随机 变量 X 的 数学 期 望 . 
例 4-1-4 设 随 机 变量 X 在 区 间 (o .0 上 服从 均匀 分 布 , 求 ECX). 
解 X 的 概率 密度 为 


所 以 
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广 1 
E(X) = _A1/Cz)dz = వూ 2 = 


即 数 学 期 望 为 区 间 (a,0) 的 中 点 ,这 在 直观 上 很 显然 . 
例 4-1-5 设 随机 变量 X 服从 参数 为 的 指数 分 布 , 求 E(X). 
解 X 的 概率 密度 为 
తు = (ట్ర a 
0, శక థి? 
所 以 
E(X)= | యట 三 六 [ze 本 =—| zde™ 


+ లాటా శ 
ల్‌ నా 


例 4-1-6 మత X 服从 正 态 分 布 N (py,o), 求 E(X). 


一 一 Ze 


解 X 的 概率 密度 为 
1 టాలీ 
(zx) = ， 一 cc<z<co， 
f(z a జో 
则 
EW = | ల 
తా, 276 


作 变 换 x 三 jv 十 ot ,化 为 


స్తా 1 
ECO= | (CA 十 at) 
一 V 2 


2 
ed 


2 
erd, 


i 下 
2 పటలం] 
上 式 第 一 项 为 ,第 二 项 为 0. 因此 (0) = 


4.1.3 随机 变量 函数 的 数学 期 望 
在 很 多 情形 下 ,我 们 经 常 需要 计算 随机 变量 函数 的 数学 期 望 ,这 时 可 以 通过 下 面 的 定理 
来 计算 . 
定理 4-1-1 设 Y 是 随机 变量 X 的 函数 ,Y 二 g(X), 其 中 g(x) 是 连续 函数 . 
(1) 著 久 是 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 PIX=z4) 二 pi ,k==1,2,…, 当 ఎ) | 80) pi 二 
k=1 
时 , 则 


E(Y) = ELg(X)] = Dar రి (4.1.3) 


k=1 
(2) 车 六 是 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 /Cz), 当 | |g(Cz)|7Cz)dz 一 < 时 , 骨 
E(Y) = E[g(X)] = 人 scrcodr (4.1.4) 


这 个 定理 指出 , 当 我 们 计算 随机 变量 X 的 函数 了 Y=g(CX) 的 数学 期 望 时 ,不 必 先 算出 工 
的 分 布 律 或 概率 密度 ,而 只 要 知道 X 的 分 布 律 或 概率 密度 就 可 以 了 . 定理 的 证 明 略 . 
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~ 
例 4-1-7 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
Xx 一 多 చాన 0 1 2 | 
77 
గ ర్క 0.1 03 0.1 0.3 - 
求 ECX2 ). 


解 由 式 (4.1.3), 有 
E(X’) = (一 2)2 ౫౦. 2+ (1౫౦. 1+0 ౫౦. 3+1 X0.1 十 22 ౫0.2 = 1.8. 
例 4-1-8 设 XX 服 从 标准 正 态 分 布 N (py,o), 求 E(X?). 


解 X 的 概率 密度 为 
1 | 
టు. కా co < 工 < 十 co， 
了 ae Ss 
所 以 
zy [2 = 1 కడా ప 
E(X’) =| f(x)dr = [a ఇ a dz， 


作 变 换 xz 一/ 十 cz , 则 
ECX’)= | (p+or)e 4 
VER 


oo 2 + 2 2 + 2 
2 1 246 మును. తో కే 
A | erd te Tdi+ గేల ₹6/ 
-~ V2r V2r .一 WV2 一 =” 
లై | 400 co 
一 aa e శో |" ed 
27 అం లిక = 
一 టీ రో, 


(积分 过 程 中 两 次 用 到 标准 正 态 分 布 概率 密度 的 性 质 . ) 

例 4-1-9 假设 一 部 机 器 一 天 内 发 生 故 障 的 概率 为 0.2, 机 器 发 生 故障 时 停业 工作 一 
天 , 若 一 周 5 个 工作 日 里 无 故障 可 获 利 10 万 元 ,发 生 一 次 故障 仍 可 获 利 5 万 元 ,发 生 二 次 故 
障 所 获 利 为 零 ,发 生 三 次 或 三 次 以 上 故障 就 要 亏损 2 万 元 , 求 一 周 内 的 期 望 利润 值 . 

解 ” 设 一 周 内 发 生 故 障 的 次 数 为 X, 则 X 一 B(5.0.2), 且 
了 了 (天 三 从 三 人 久生 2X0.8 = 08288, P{X=1}=GX02 xX0.8=0;410, 


2 
P(X=2)}=GX02x08 =0.205 ౨(హ3) = 1 య 000, పంటతో = 0:057 


k=0 
ప 
10. X=0， 
加 5， 一 1， 
Y=g(X)= X=2, 
一 2， 针 之 3， 
所 以 


E(Y) 一 (10X0.328 十 5X0.410 十 0X0.205 十 (一 2) ౫౦. 0570) 万 元 一 5. 216 万 元 
因此 一 周 内 的 期 望 利润 值 为 5. 216 万 元 . 


వాత 
య యా 
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定理 4-1-1 还 可 以 推广 到 两 个 或 两 个 以 上 随机 变量 的 函数 的 情况 ,例如 二 维 的 情况 . 

定理 4-1-2 设 Z 是 随机 变量 X,Y 的 函数 ,Z 二 g(X,Y) ,其 中 g(Cz,y) 是 连续 函数 . 

(1) 车 (X,Y) 为 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 P{X=zx;,Y 一 yj;) 二 ps ,i,j 二 1,2,…, 且 
级 数 >) >》) g(xiwy)ps 绝对 收敛, 则 2 的 数学 期 望 为 


రన j=l 


E(Z) = E[g(X,ZY)]= >) Dg(ri,y) ps. (4.1.5) 


这 1 j=1 


(2) 若 (X,Y) 为 二 维 连续 型 随机 变量 , 其 概率 密度 为 /(z,y), 且 积分 
六 యు యుటటి అం 则 Z 的 数学 期 六 


Hee [+ 
E(Z) = ELg(X,Y)] = | | SCzyy)FCzyy)dzrdy. (41.6) 
特别 当 Z=X 或 Z= 立 时 ,由 式 (4.1.6) 可 得 
+ [+ + 
E(X) = |" |" Zr(z,y)dzdy = | Zrx(Cz)dzr， (ఓ మిలి 
యంద. (+o + 
E(Y) = |. _ |" (2) యేరు 一 | Jr(y)dy. (4.1.8) 
例 4-1-10 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
3 1 2 
Fa) = మా ల్‌ మ మ్‌... 
0, 其 他 ， 


౫ తట, 
解 由 式 (4.1.7), 得 


యంద. [+ Ho 

EQ = | పంటకు = |" ( 
| 

= 二 | 去 bm 


有 
+ 
చ|. 1 3 
1 十 了 శ్‌ వరల శ" 


3 
నా. dy ja 


1/z 


z He సా 
dr=3 | హ్‌ 
l/r 1 లె 


[కొ 
ECXY) = | [fC wdrdy 要 | 人 zy。 3 


Uz 2zsy 

He 

క్ష 3| ఇషా 
1 XI 


4.1.4 数学 期 望 的 性 质 


下 面 我 们 介绍 数学 期 望 的 几 个 常用 的 性 质 .假设 以 下 所 涉及 的 数学 期 望 均 存在 . 
性 质 4-1-1 设 C 是 常数 , 则 有 E(C)=C. 
性 质 4-1-2 设 X 是 一 个 随机 变量 . C 是 常数 , 则 有 
ECCX) = CE(X). 
性 质 4-1-3 设 X.Y 是 两 个 随机 变量 . 则 有 
E(X+Y) = E(X)+E(Y). 


< 
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证 若 (X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 P(X=zxi,Y 二 yj) 二 pa,i,j 二 1,2,*…， 
由 式 (4. 1.5) ,得 


Zit yi) ps 


pe DY py 


一 1】 j= iml j=l 


E(X+Y)= వ. 
i=1 


న్‌ 


= E(X)+E(Y). 
若 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 f(z,y) ,由 式 (4.1.6) ,得 


+ [+ 
ECx+Y)=| | (z+ fr ydrdy 


= [apdrdyt+) | yydrdy 


= E(X)+E(Y). 
这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 随机 变量 的 情形 , 即 
E(Px )= DE % 


由 性 质 4-1-3 可 知 ， 数学 期 望 是 保持 线性 运算 不 变 的 , 即 
El(aX 十 b7 十 c) 一 aE(X) 十 OP(Y) 十 c. 
性 质 4-1-4 设 X,Y 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 有 
E(XY) = E(X)E(Y). 
证 下 面 仅 就 连续 型 情况 给 出 证 明 ,离散 型 情况 由 读者 自己 证 明 . 
设 (X,Y) 的 概率 密度 为 F(z,y), 其 边缘 概率 密度 为 fx Cz), fr(Cy). 由 于 X,Y 相互 独 
立 , 所 以 


zy) 一 JxCz)rCy)， 
由 式 (4.1.6) 得 


+ [+ 
తరాల 1 [fpwdrdy 
1 | యు fy drdy 


一 [యట] . 
= E(X)E(Y). 
推论 1 若 X ,XX,,…,X, 相互 独立 , 则 有 


E(1x)= lecx,. 
推论 2 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 ,g (x),h(y) 是 连续 函数 ,有 征 E[g(X)h(Y)]， 
ELg(X)],E[Lh(Y)] 存 在 , 则 
E[g(X)h(Y)] = ELg(X)JELA(Y)]. 
例 4-1-11 设 XX 服 从 二 项 分 布 B(n,p), 求 E(X). 
解 ” 此 例 在 例 4-1-2 中 是 由 定义 直接 计算 的 ,但 如 下 考虑 则 更 为 简单 : 因 X 为 重 伯 
努 利 试验 中 某 事件 A 发 生 的 次 数 , 且 在 每 次 试验 中 A 发 生 的 概率 为 户 , 故 如 引进 随机 变量 


కాక 
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Xi న ,… ,XX, ,其 中 
二 二 fF 在 第 i 次 试验 时 事件 A 发 生 ， 
1， 在 第 i 次 试验 时 事件 A 不 发 生 ， 
则 Xi ,X。 ,…,X, 相互 独立 , 且 
వా గ్‌ రస్‌ 十 … 十 入 
按 性 质 4-1-3 有 
E(X) = ECX 十 Xs 十 … 十 X,). 
又 X 只 取 两 个 值 1 和 0, 其 取 1 的 概率 为 p, 取 0 的 概率 为 1 一 p, 因 而 
E(X) =1Xp+0OX(1—p) = గం i=1,2,°n. 
由 此 得 到 
E(X) = np. 

这 比 直接 计算 要 简单 些 . 注意 : 在 上 述 论 证 中 并 未 用 到 Xi ,XX,,…,X, 的 独立 性 . 

本 题 将 X 分 解 成 多 个 随机 变量 之 和 ,然后 利用 随机 变量 和 的 数学 期 望 等 于 随机 变量 的 
数学 期 望 之 和 来 计算 E(X) ,这 种 处 理 方法 在 实际 应 用 中 具有 普遍 意义 . 


习题 4-1 
1. 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 
xX వలో = 0 1 2 3 
ps 0. 05 0.15 0.2 0::25 0.2 0.15 


求 E(X),E(2X+1),E(X’). 
2. 把 数字 1,2,…,n 任意 排 成 一 列 , 如 果 数 字 & 恰好 出 现在 第 & 个 位 置 上 , 则 称 有 一 个 
匹配 , 求 匹配 数 的 数学 期 望 . 
3. 某 流水 生产 线 上 每 个 产品 不 合格 的 概率 为 p(0 二 p 一 1). 各 产品 合格 与 否 相 互 独立 ， 
当 出 现 一 个 不 合格 产品 时 立即 停机 检修 . 设 开机 后 第 一 次 停机 时 已 生产 了 的 产品 个 数 为 X， 
求 X 的 数学 期 望 . 
4. 某 新 产品 在 未 来 市 场 上 的 占有 率 X 是 仅 在 (0, 1) 上 取 值 的 随机 变量 , 它 的 概率 密度 
函数 为 
pr ॥ 站 
0, 其 他 . 
试 求 平 均 市 场 占有 率 . 
5. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
1 


గా 
f(x) = ళా 

09 其 他 ， 
对 X 独立 重复 观察 4 次 ,Y 表示 观察 值 大 于 x/3 的 次 数 , 求 好 的 数学 期 望 . 


6. 设 (X,Y) 的 分 布 律 为 


వవ. 


了 
| 0 
x 
= ఇక వై 
న 8 8 8 
1 
9 8 a § 
让: 于 తు 
1 8 8 8 


求 : (DE(X); (2)E(X—Y); (3)E(XY). 

7. 甲乙 二 人 约定 1:00 一 2:00 之 间 在 某 处 碰头 ,设想 甲乙 二 人 各 自 随 意 地 在 1:00 一 
2:00 之 间 选 一 个 时 刻 到 达 该 处 , 若 先 到 的 人 必 等 到 后 来 的 人 来 了 为 止 , 问 先 到 的 人 平均 要 
等 多 久 ? 

8. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 ,它们 的 概率 密度 分 别 为 

తు = | >0， 2y，, 0<=~y<=1, 


0， 其他， /lo0， 其 他 


求 E(XY). 
9. 假设 加 工 某 种 零件 的 内 径 X( 单 位 : mm) 服 从 正 态 分 布 N(y,1), 内 径 小 于 10 或 大 
于 12 为 不 合格 品 , 其 余 为 合格 品 . 销售 每 件 合格 品 获 利 ,销售 每 件 不 合格 品 亏 损 . 已 知 销售 
利润 函数 (单位 : 元 ) 与 销售 零件 的 内 径 X 有 以 下 关系 : 
—1s. Xe నటి 
-| 10 委 X 委 12， 
一 5， నవా 12 
问 平均 内 径 y 取 何 值 时 ,销售 一 个 零件 带 来 的 平均 利润 最 大 ? 


4.2 随机 变量 的 方差 


4.2.1 方差 的 定义 及 计算 公式 

数学 期 望 反 映 了 随机 变量 的 平均 取 值 ,但 是 容易 受到 异常 值 的 影响 ,如 果 有 异常 值 存 
在 ,平均 值 就 无 法 反映 真正 的 平均 水 平 或 中 等 水 平 ,这 时 容易 产生 误解 . 比如 一 个 班级 有 30 
名 同学 ,数学 考试 有 5 个 同学 90 分 ,22 个 同学 80 分 ,一 个 同学 78 分 ,一 个 同学 10 分 ,还 有 
一 个 同学 2 分 ,于 是 平均 成 绩 为 76. 67 分 ,而 实际 上 只 有 两 人 的 得 分 低 于 平均 分 ,所 以 这 个 
平均 分 不 能 反映 全 班 考试 成 绩 的 真实 水 平 . 为 此 需要 引入 另 一 类 数字 特征 ,即刻 画 随机 变量 
在 其 中 心 位 置 附近 散布 程度 的 数字 特征 ,其 中 最 重要 的 是 方差 . 

定义 4-2-1 设 X 是 一 个 随机 变量 , 若 E{[X 一 ECX)]?} 存 在 , 则 称 E{[X 一 E(X)]?} 
为 X 的 方差 , 记 为 D(X) 或 Var(X), 即 

D(X) = Var(X) = E{[X— ECX)]’}. Cd 

方差 的 算术 平方 根 VDCX) 称 为 X 的 标准 差 或 均 方差 , 记 作 a(X). 

由 定义 可 知 , 随 机 变量 的 方差 与 标准 差 越 小 ,随机 变量 的 取 值 越 集中 ; 随机 变量 的 方差 
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与 标准 差 越 大 ,随机 变量 的 取 值 越 分 散 . 
对 于 离散 型 随机 变量 X, 由 式 (4.1.3) 可 得 


Dy= 六 [zi — EC(X)]’p:, {42.2) 
其 中 P{X=zxi} 二 pi 水 二 1,2,… 是 六 的 分 布 律 . 
对 于 连续 型 随机 变量 X, 由 式 (4.1.4) 可 得 


DX) = | [z— ECX)] /f(r) dr (4.2.3) 


其 中 FCz) 是 X 的 概率 密度 . 
利用 数学 期 望 的 性 质 ,可 以 得 到 
D(X)= E{[X—E(X)]:}= E{X*:—2XE(X)++ [EC(X)]’} 
= E(X’)—2E(X)E(X) + [E(X)]’ 
= E(X’)— [E(X)]’, 
因此 方差 的 计算 ,可 用 下 面 的 公式 : 
D(X) = E(X’)— [E(X)]’. (4.2.4) 
例 4-2-1 设 随 机 变量 X 服从 0-1 分 布 ,其 分 布 律 为 
P{X=0}=1—p, P{X=1}=p, 0<p<=1, 


求 E(X) ,D(X). 
解 因为 X 的 分 布 律 为 


XxX 0 1 
Pp: రీ p 
所 以 
E(X)=0°.(1—p)+1.p=p, 
尼 (X2:) 一 0。(1 一 力 ) 十 12。 旋 一 轧 ， 
于 是 
D(X) = ECX2) 一 [E(X)]: = లాలి = p(1—p). 
即 


E(X)=p, D(X) = (1-౧). 
例 4-2-2 ” 设 随 机 变量 X 服从 参数 为 XA 二 0) 的 泊 松 分 布 , 求 D(X). 
解 X 的 分 布 律 为 


人 
了 P{X శి) 一 Te ， k=0,1,2,.…, 


AT 
4.1 节 例 4-1-2 已 算得 尼 (X) 一 人 ,而 
E(X’:)= E[X(X—1)+X]= E[X(X—1)]+E(X) 


హ్‌ శ్ర 


క్ష ex నా A 
Zt క వ 


శ 
వ. 


=శోలో 。 马 十 1 一 1 十 1， 
所 以 


E> 
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వెలు = BERS TE SN 

由 此 我 们 知道 , 泊 松 分 布 的 数学 期 望 与 方差 相等 ,都 等 于 参数 4. 由 于 泊 松 分 布 只 含 一 
个 参数 ,知道 了 它 的 数学 期 望 或 方差 就 能 完全 确定 它 的 分 布 . 

例 4-2-3 ” 设 随机 变量 X 在 区 间 [a, 疏 上 服从 均匀 分 布 , 求 D(X). 

解 X 的 概率 密度 为 
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zy 
f(z) = 各 
0, 其 他 ， 


ol wm =a 
౯00 = | యిటు = Ed 了 


， 


ECX2) ఆ | ;Ld = Car 十 ob 十 所)， 


所 以 


2 
DC 一 5౮2) 一 [ECX)] = D(a + tb) (ల 


_ (04) 
[కం 
例 4-2-4 设 随机 变量 X 服从 参数 为 的 指数 分 布 , 求 D(X). 
解 X 的 概率 密度 为 
Ae*, zx>0, 


f(x) = A 二 0， 
0, వే... 


ఖం HH షు 
E(X) = | Zr(z)dz = ఖై న. =-| xd(e™) 
అజం 0 


一 一 Ze 


+ |” 二 1 

; ，s “dz 一 帮 ， 

E(X’*) = [fdr = [x గలగల రం =—| zd(e™) 
= 0 0 


నీ జాడు 
一 一 Ze 


నా HH 
十 2 | Zedz 一 2 
0 


0 


所 以 


D(X) = ECX2) - [ECX)]2 一 全 一- 
例 4-2-5 设 随机 变量 మాన (46౮) ఎక DCX). 
解 由 4.1 节 的 例 4-1-6 和 例 4-1-8 分 别 可 知 
E(X) = ఉం తె) = టీ ఛలో, 
于 是 
నట: == టట బాటల్‌ ఆలో, 


4.2.2 方差 的 性 质 


方差 之 所 以 成 为 刻画 随机 变量 离散 程度 的 最 重要 的 数字 特征 ,原因 之 一 是 它 具 有 一 些 
优良 的 数学 性 质 ,反映 在 以 下 的 几 个 性 质 中 . 
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性 质 4-2-1 设 C 是 常数 , 则 有 0(0ల)=-౦. 
性 质 4-2-2 设 X 是 一 个 随机 变量 C 是 常数 , 则 有 
(లు CDRs 
D(X 十 C) = D(X). 
证 D(CX) = క5([0--౩(౧౧])= E{C’ [X—E(CX)]’} 
= CE{[X—E(X)]}= CD(X), 
D(X+C) = E{[(X+O) 一 下 (和 十 C)]2} 
= E{[X—E(X)]}= D(X). 
性 质 4-2-3 设立 ,Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 则 有 
D(X+Y) = D(X)+ DOY). 
证 D(X+Y)= E{[(X+Y)—E(X+Y)]’} 
= E{[(X—E(X))+(Y— E(Y))]’} 
= E{[X—E(X)]’}+E{[Y— EC(Y)]’}+ 
2E{[X—E(X)][Y— E(Y)]} 
D(X)+D(Y)+2E{[X—E(X)][Y— E(Y)]}, 
由 于 X,Y 相互 独立 ,由 数学 期 望 的 性 质 4-1-4 的 推论 2, 有 
E{[X—E(X)][Y—E(Y)]} 
=E[X—E(X)]: E[Y—E(Y)] 
=[E(X)—E(X)][E(Y) —E(Y)]= ౦, 


于 是 
D(X+Y) = D(X) + DOY). 
这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 情况 , 即 若 మయం 
X, 是 n 个 相互 独立 的 随机 变量 , 则 
DCX 十 Xs 十 … 十 X,) = D(X1) 十 D(Xs) 十 … 十 D(X,). 
性 质 4-2-3 是 方差 的 一 个 极为 重要 的 性 质 , 它 与 均值 的 性 质 4-1-3 相似 . 但 应 注意 的 
是 : 方差 的 性 质 要 求 各 变量 相互 独立 ,而 均值 的 性 质 则 不 要 求 . 
例 4-2-6 设 随机 变量 X 服从 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 , 求 D(X). 
解 ” 由 4.1 节 例 4-1-11 可知, 随机 变量 X 等 于 ”个 相互 独立 的 服从 0-1 分 布 的 随机 
变量 XiG=1,2,…,) 之 和 , 即 
X 一 Xi 十 Xs 十 … 十 X,， 
其 中 Xi(Gi 一 1,2,…,z2) 服 从 0-1 分 布 . 
由 本 节 例 4-2-1 知 
E(X) =p, రట) 一 1 一 让，i 一 1,2，…7， 
所 以 
D(X) = DC 十 X 十 … 十 X) 一 DCOX) 十 DCOX) 十 … 十 DCX) = 200 - గ, 
即 
D(X) = np(1—p). 
本 例如 果 直 接 利用 数学 期 望 和 方差 的 定义 也 能 计算 ,但 比较 烦琐 . 
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例 4-2-7 设 随 机 变量 X 服从 正 态 分 布 N(0,1), 求 ECX) ,DCX). 
解 令 Y 王 cX 二 Ap， 则 Y 一 NGu,o2). | 
由 4.1 节 例 4-1-8 算得 న 
E(Y =y, కరో) = టి గారో, అ 
所 以 


౨౮7) = 下 (Y?) 一 [E(Y)]?: = టీ చలో లాటే =రోం 
స్యా 
因为 了 X= 一 上 ,所 以 
౮ 


E(X) 5([క) పారం 一 站 一 0， 


DX) p(T) ED = Be 一 1 
这 一 结果 说 明 , 正 态 分 布 的 概率 密度 中 的 两 个 参数 4 和 o 分 别 是 该 分 布 的 数学 期 望 和 
均 方差 ,因而 正 态 分 布 完全 可 由 它 的 数学 期 望 和 方差 确定 . 
由 3.5 节 中 例 3-5-3 知 , 若 和 一 No) ,i 二 1,2,…,n, 且 它们 相互 独立 , 则 它们 的 线 
性 组 合 C, Xi 十 C:X: 十 … 十 CIX,(CC CC, 是 不 全 为 零 的 常数 ) 仍 然 服从 正 态 分 布 . 由 
数学 期 望 和 方差 的 性 质 , 有 
je 
= CE + OECD) + CECX.) 


Cipa + Caps t+ Cpr = వైరి 
k=1 


D(CGiXiy + యయ tt CN.) 
一 CiDCX) 十 CDCX:) 十 … 十 CDCX。) 
= Ci 本 十 G 才 十 … 十 Co = >21Cici， 
所 以 
CIXi 十 C:Xs 十 … 十 C,X， ~ NCOP cw Sc. 

例 4-2-8 ” 设 活塞 的 直径 (单位 : mm)X~N(22. 10, 0. 08), 气缸 的 直径 (单位 : mm) 
Y 一 N(22.50,0.042),X 与 了 相互 独立 . 任 取 一 只 活塞 , 任 取 一 只 气缸 , 求 活塞 能 装 和 人 气缸 
的 概率 . 

解 ”由 题 意 知 需求 P{X<Y)}=P{(X 一 Y<0}. 由 于 

X—Y ~ N(22.40—22.50, 0.03 + (1౫౦.04), 
即 
X—Y~ N(—0.10, 0.05). 
故 有 
P{X<Y} = P{X—Y<0} 
rE 2) 


0.05 0.05 


=అ(్టీట్టీ)= థ(2) = 0. 9772. 
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表 4-1 列 出 的 是 一 些 常用 分 布 及 它们 的 数学 期 望 与 方差 . 
表 4-1 常用 分 布 及 其 数学 期 望 与 方差 


86 分 布 分 布 律 或 概率 密度 数学 期 望 方差 
0-1 P{X=h}=prg'* ,k=0,1, 
二 p pq 
分 布 0<=p=1,p+g=1 
二 项 分 布 PUX- 人 = 人 je oa 
Bln,p) త np npgq 
n>1,0<p<1,p+g=1 
几何 分 布 | P(X=k)=pq శాక, 入 స్తే 
G(p) 0<p<1,p+g=1 p ల 
[గ్‌ 
త్‌ (202కి) వయకతి ల, 8=0, 1,2, ,min(n, M), nM nM గ (గా? 
సఖ ల్‌ క్‌ కోటాను (నాటి 
Hn,M,N) 7 
n,M,N 为 正 整数 ,wsN,M<N 
泊 松 分 布 | P{X 一 司 一 站 一 0,1,2，， 
1 4 
(CA) జూం 
1 
et ఆస | క్యూ 
స్త త 其 他 
指数 分 布 చన 1 1 
(z)= 2>0 二 三 
EW | | xz<0， 2 శే 
正 态 分 布 1 -ep 
(7)=— eS ,<r<+o, o>0 2 
గలు | /Tare * a 


4.2.3 切 比 雪夫 不 等 式 
定理 4-2-1( 切 比 雪夫 不 等 式 ) ” 设 随 机 变量 X 的 数学 期 望 已 (X) 与 方差 D(X) 存 在 , 则 


对 于 任意 正 数 s, 不 等 式 
౨12-5౮0 | లక కళల (4..2: 5) 
成 立 . 
证 下 面 仅 就 连续 型 随机 变量 的 情况 来 证 明 . 
设 X 的 概率 密度 为 FCz), 则 对 于 任意 正 数 es, 有 
Pt Ix-Eool>e= | fdr<| [2—B00F pc)as 


TE(X)>e TE(X)>e 


Se 
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క 
కష్టే (5౮0 )%/0ట = 一 一 


€ 
切 比 雪夫 不 等 式 也 可 以 写成 以 下 形式 : 
౨10-500 | ఉలవ 1- తిల, (4.2.6) 


这 个 不 等 式 给 出 了 在 随机 变量 X 的 分 布 未 知 的 情况 下 ,事件 { |X 一 E(X) | 一 e} 概 率 的 
下 限 的 估计 . 切 比 雪夫 不 等 式 主要 在 理论 研究 中 发 挥 重要 作用 . 
推论 DCX)=0 的 充 要 条 件 是 X 以 概率 1 取 常 数 , 即 
P{X=C}=1, 
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而 这 里 的 C 即 为 ECX). 
证 明 略 . 


习题 4-2 


1. 一 个 箱子 中 有 5 个 白 球 和 3 个 黑 球 ,从 中 任 取 一 球 , 若 取 到 黑 球 就 弃置 一 边 . 求 在 取 
到 白 球 之 前 已 取 到 的 黑 球 数 的 方差 和 均 方差 . 

2. 一 台 设 备 由 三 大 部 件 构 成 ,在 设备 运转 中 部 件 需要 调整 的 概率 分 别 为 0. 12,0. 20, 
0. 25 ,假设 各 部 件 的 状态 互相 独立 ,以 X 表示 同时 需要 调整 的 部 件数 , 求 X 的 数学 期 望 和 
方差 

3. 地 铁 的 运行 间隔 为 2min, 一 旅客 在 任意 时 刻 进入 站 台 , 求 候车 时 间 的 数学 期 望 和 
方差 ， 

4. 设 随机 变量 X 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 且 E[(X 十 1)(X 一 3)] 二 0, 试 求 4 的 值 . 

5. 设 随 机 变量 Xi ,X, ,Xs 相互 独立 ,其 中 Xi 服从 [0,1] 上 的 均匀 分 布 ,X 服从 正 态 分 
布 N(0,2*),X， 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 . 记 Y==Xi 一 2X, 十 3X;, 求 D(Y). 


6. 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 P(X=k)= 击 "k 二 0,1,2,…, 求 E(X’). 


7. 设 随机 变量 X 具有 数学 期 望 已 (X) ,方差 D(X) 二 0, 记 
౫ 一 开 一 ECX) 
VDCX) 
证 明 
కటా 20" తట): ౩ 
8. 从 学 校 乘 汽 车 到 火车 站 的 途中 有 3 个 交通 岗 ,假设 在 各 个 交通 岗 遇 到 红 灯 的 事件 是 
相互 独立 的 ,并 且 概 率 都 是 2/5. 设 X 为 途中 遇 到 红 灯 的 次 数 , 求 X 的 分 布 律 数学 期 望 和 
方差 . 
9. 卡车 装运 水 泥 , 设 每 袋 水 泥 质 量 ( 单 位 : kg) 服 从 N(50,2. 52), 问 最 多 装 多 少 袋 水 泥 
使 总 质量 超过 2000 的 概率 不 大 于 0. 05? 
10. 根据 经 验 , 某 宾馆 电话 预约 的 客户 入 住 率 为 0. 9. 服务 台 一 共 接 受 了 2200 个 电话 预 
约 , 根 据 切 比 雪 夫 不 等 式 估计 实际 和 人 住人 数 在 1950 一 2010 之 间 的 概率 . 
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4.3 协 方差 和 相关 系数 


在 多 维 随机 变量 中 ,最 有 兴趣 的 数字 特征 是 反映 分 量 之 间 的 关系 的 量 ,其 中 最 重要 的 就 
是 本 节 要 讨论 的 协 方 差 和 相关 系数 . 


4.3.1 协 方差 


定义 4-3-1 设 (X,Y) 是 一 个 二 维 随机 变量 , 若 
E{[X— ECX)]IY— ECY)]} 
存在 , 则 称 它 为 随机 变量 X 与 Y 的 协 方差 , 记 作 covCX,Y) , 即 
cov(X,Y) = E{[X 一 ECX)][Y 一 ECY)]}. (4.3.1) 
X 的 方差 是 [X 一 已 (X)] 与 [X 一 尼 (X)] 的 乘积 的 期 望 ,现在 把 其 中 的 一 个 换 成 [Y 一 
E(Y)], 其 形式 接近 方差 ,又 及 与 Y 的 参与 ,由 此 可 以 看 出 协 方差 名 称 的 来 由 . 
由 上 述 定义 及 方差 性 质 4-2-3 的 证 明 过 程 可 得 
D(X+Y) = D(X)+D(Y)+2cov(X,Y), (4,3.2) 
且 不 难 推 得 
cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y), (4. 3. 3) 
我 们 常 利用 式 (4. 3. 3) 计 算 协 方差 cov(X,Y). 
由 协 方差 的 定义 不 难得 出 协 方差 的 一 些 简 单 性 质 . 
(1) 对 称 性 : cov(X,Y) 二 cov(Y,X). 
(2) 线性 性 : cov(X,c) 二 0,cov(aX,bY7) 二 abcov(XX,Y)) ,a,bsc 是 常数 ; 
cov(Xi++ Xs,Y) = covCXI,Y) 十 covCX2,Y). 
(3) 若 X 与 了 相互 独立 , 则 covCX,Y) 一 0. 


4.3.2 相关 系数 


协 方差 cov(X,Y) 在 一 定 程度 上 描述 了 随机 变量 X 与 了 之 间 的 相互 关系 ,但 它 还 受 和 
与 也 本 身 度量 单位 的 影响 .我 们 选择 适当 的 单位 使 X 与 Y 的 方差 都 为 1 ,那么 协 方差 就 不 
受 所 用 单位 的 影响 . 为 此 我 们 考虑 标准 化 随机 变量 
x =X-EX) 与 y. = కూకటి 
VDCX) VDC7) 
的 协 方差 cov(X* ,Y* ). 由 于 E(X* )=E(Y* ) 一 0, 所 以 
X—E(X) కప] 


cov(X* ,Y*)= E(X*Y") a| 


DCX) ౧౧7 
_E{[X 一 ECX)][Y 一 ECY)]} _ cov(X,Y) 
VDCX) VDC7) VDCX) VDC7) 


这 是 一 个 无 量 纲 的 量 ,是 我 们 下 面 要 介绍 的 数字 特征 一 一 相关 系数 . 
定义 4-3-2 设 (X,Y) 是 一 个 二 维 随机 变量 , 若 X 与 Y 的 协 方差 covCX,Y) 存 在 , 且 


DC 之 0,D(Z) 之 0, 则 称 _ covCXY) )y 恋 量 浆 与 了 关系 数 或 标准 . 
(ట్‌ న... 


< 
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记 作 pxy , 即 
cov(X.Y) 
VDCX) VDC) 

顾名思义 ,相关 系数 反映 了 随机 变量 之 间 的 相互 关系 .实际 上 ,由 以 下 的 性 质 可 以 知 
道 , 相 关系 数 只 是 随机 变量 间 线 性 关系 强 弱 的 一 个 度量 ,更 准确 地 ,应 称 之 为 “线性 相关 
系数 ”. 

相关 系数 具有 如 下 两 条 重要 性 质 . 

性 质 4-3-1 |oxr | 去 1. 

性 质 4-3-2 | pxr | 1 的 充 要 条 件 是 ,存在 常数 Ca 天 0),2 使 

PlY=aX+6}=1. 

相关 系数 的 性 质 表明 ,相关 系数 可 以 刻画 随机 变量 XX 与 Y 线性 相关 的 程度 . 当 |pxy | = 
1 时 ,X 与 了 之 间 以 概率 1 存在 着 线性 相关 关系 . 当 |pxy | 较 大 时 ,通常 说 X 与 了 线性 相关 
程度 较 好 ; 当 |pxy | 较 小 时 ,通常 说 XX 与 了 线性 相关 程度 较 差 . 

当 pxry =0 时 ,我 们 称 X 和 YY 不 相关 . 

若 X 与 了 相互 独立 , 则 pxy 二 0, 即 XX 与 Y 不 相关 ; 反之 ,不 成 立 . 

注 若 X 与 Y 不 相关 , 则 XX 与 Y 却 不 一 定 相 互 独立 .下 面 举 个 简单 的 例子 . 

例 4-3-1 设 (X,Y) 服 从 单位 圆 内 的 均匀 分 布 , 即 其 密度 函数 为 
1 2 


pr = (4.3.4) 


,Zz 二 +y 二 1， 
f(r,y)=(7™ 
EC zz 十 只 之 1， 
则 
oo పా. | z | 一 క్‌ 
fx(x) -| f(z,y)dy = 过 
. 0, 1 ౨|హ1 
同 理 , 有 
= 
యా 时 二 lyl<1, 
0， | > |> 1. 


由 于 fx(z) 与 fy(y) 关 于 0 对 称 , 因 此 E(X)==E(Y)==0, 而 


E(XY) = 二 || zydzrdy = 0 


z+y <1 
因此 cov(X,Y) 王 ECXI) 一 ECX)EC7) 一 0, 即 X 与 了 不 相关 . 
但 f(z,y) 隆 fx(z)fy(y), 故 XX 与 Y 不 相互 独立 . 
例 4-3-2 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 服 从 参数 为 yn,ps,o,02s,p 的 二 维 正 态 分 布 , 即 
(మ) లారి 42 ౮1 రో ,p), 试 求 XX 和 YY 的 相关 系数 pxy. 
解 (X,Y) 的 概率 密度 为 
f(r,y) = sx 


2x00e V1l—p 


一 1 (టే (z—p)y— pa) ，(y 一 As)2 
2 ， 
| of రారా శ 2 || 


概率 论 与 数理 统计 (第 2 版 ) 


一 c<z<+co, 一 <y< 二 cc. 
由 例 3-2-3 的 计算 结果 ,X 与 Y 的 概率 密度 分 别 为 


1 
Jx (Cr) = e = ， 一 co 志 工 一 十 co， 
V2ro 
జ్య) 
fy(y) క ఈ. ఫ్‌ co < y 一 十 co. 


由 4.2 节 知 道 
E(X)=jn, D(X)=0, E(Y)=y, D(Y)= 6, 
按照 协 方差 的 定义 ,有 
cov(X,Y)= E[(X—)(Y—p:)] 


+ [+ 
= |. |. (z—pa)(y— pa)f (zr,y)drdy 


యంద. [400 (య్యా గా 
一 | | (zr—p)(y— pp)e | (కాటం drdy, 
గై 


2roiasV 1 


人 心 


ణ్‌ 1 (SS జ. జ్‌ చాడు, 
2 ర ర్న ర్న 


则 有 
Bal oan Pe 
cov(X,Y)= రా |” a (cosV1 — pr 4 poo )e 2 didu 


న ete) (eta) etar) (eta) 


一 。V2r。V2r = గిర్మార + 


于 是 
cov(X,Y) 

VD VD 人 

由 此 可 见 , 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 中 的 参数 p 就 是 X 和 Y 的 相关 系数 ， 
因而 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 完全 可 由 X 与 了 各 自 的 数学 期 望 .方差 以 及 它们 的 相 
关系 数 来 确定 . 

在 例 3-4-3 中 已 经 提 到 , 若 (X,.Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 则 X 和 Y 相互 独立 的 充 要 条 件 
是 p 二 0, 现 在 知道 pxy 二 p, 故 对 于 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) 来 说 ,X 和 了 不 相关 与 X 和 了 
相互 独立 是 等 价 的 . 


pxr = 


习题 4-3 


1. 设 D(X)==25,D(Y)==36,pxy 二 0.4, 试 求 D(X 十 YY) 以 及 D(X 一 Y). 
2. 已 知 二 元 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 分 布 如 下 表 所 示 : 
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1 1 2 


1 0.1 0.2 0.3 ల! 


2 0.2 0.1 0.1 


(1) 试 求 XX 和 YY 的 边缘 分 布 律 ; 
(2) 试 求 E(X),E(Y) ,D(X),D(Y), 及 义 与 Y 的 相关 系数 pxy. 
3. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
i 37,， 0<~y<=zxr<1,， 
0， 其 他 ， 
求 pxy. 
4. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 圆 域 చా ఇగో 上 服从 均匀 分 布 . 
(1) 试 求 相关 系数 pxy ; 
(2) 判断 X 与 站 是否 相 互 独立 . 
5. 已 知 二 维 随机 变量 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 N(1,0,3: ,42,0.5), 设 Z= 于 十 工 , 求 ， 


3 2 
(1) Z 的 数学 期 望 E(Z) 和 方差 D(2); 
(2) XX 与 Z 的 相关 系数 pxz. 
6. 设 A,B 是 两 个 随机 事件 ,随机 变量 
టే A 出 现 ， ， fl， 也 出 现 ， 
人 A 不 出 现 ， = B 不 出 现 ， 
试 证 明 随机 变量 X 与 了 不 相关 的 充 要 条 件 是 A ,B 相互 独立 . 


4.4 矩 协 方差 矩阵 
为 了 更 好 地 描述 随机 变量 分 布 的 特征 ,除了 前 面 介绍 的 数学 期 望 .方差 及 协 方差 以 外 ， 


有 时 我 们 还 要 用 到 随机 变量 的 其 他 儿 个 数字 特征 . 
定义 4-4-1 设 X 和 了 是 随机 变量 , 若 


కం, k=1,2,. (4.4.1) 
存在 , 则 称 它 为 X 的 & 阶 原点 矩 ,简称 & 阶 矩 . 
若 
E{[X— ECX)]:}, k= 2,3,. (4.4.2) 
存在 , 则 称 它 为 X 的 & 阶 中 心 矩 . 
若 
ట్య Rls (4.4.3) 
存在 , 则 称 它 为 X 和 Y 的 4 十 ! 阶 混合 矩 . 
车 
E{[X— ERIY— కయ]... k,l=1,2, (4.4.4) 


存在 , 则 称 它 为 X 和 Y 的 & 十 ! 阶 混 合 中 心 矩 . 


> 
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క. 
covCX,Y) 是 X 和 Y 的 二 阶 混合 中 心 矩 . 
92 下 面 介 绍 n 维 随机 变量 的 协 方差 矩阵 , 先 来 看 二 维 随机 变量 的 情形 . 
二 维 随机 变量 (Xi ,X,) 有 四 个 二 阶 中 心 矩 ( 设 它们 都 存在 ) ,分 别 记 为 
cn = E{[Xi—E(X)]:}= D(X,), 
ca = E{[Xi1—E(X)][X: —E(X,)]}= cov(X',X,), 
ca = E{[X: — E(X2)] (౧ - EC(X)]}= cov(X:,X1), 
ca = E{[X: — E(X,)]’}= D(X;,). 
其 中 cs 二 cai, 将 它们 排 成 矩阵 的 形式 : 
EE 中 


则 这 个 矩阵 称 为 二 维 随机 变量 (Xi ,Xs ) 的 协 方差 矩阵 . 
设 n 维 随机 变量 (Xi ,Xs,…,X,) 的 二 阶 混合 中 心 矩 
ci = E{ [Xi:— E(X)][X;— EC(X;)]}= cov(Xi,X;), i,j = 1,2,.°% on 


都 存在 , 则 称 和 矩阵 
Cu ౧౩ Cn 
Ca C22 °° C2n 
C= (4.4.5) 


i el 
为 维 随机 变量 (Xi , 义 ;,… ,XX, ) 的 协 方差 矩阵 . 由 于 ci 二 ci (i 才 j; i,j 二 1,2,…,n), 所 以 上 
述 和 矩阵 是 一 个 对 称 和 矩阵 . 

一 般 来 说 ,n 维 随 机 变量 的 分 布 是 不 知道 的 ,或 者 太 复 杂 , 在 数学 上 不 易 处 理 , 因 此 在 实 
际 应 用 中 协 方差 矩阵 就 显得 重要 了 . 


大 数 定律 与 中 心 极限 定理 


概率 论 与 数理 统计 是 研究 随机 现象 统计 规律 性 的 学 科 . 人 们 在 长 期 的 实践 中 发 现 , 在 大 
量 随机 现象 中 ,我 们 不 仅 可 以 看 到 随机 事件 的 频率 具有 稳定 性 ,而 且 还 可 以 看 到 一 般 的 平均 
结果 也 具有 这 种 稳定 性 . 在 概率 论 中 描述 大 量 随机 现象 平均 结果 稳定 性 的 一 系列 定理 称 为 
大 数 定律 . 大 数 定律 是 一 种 表现 必然 性 与 偶然 性 之 间 的 辩证 关系 的 规律 . 

在 随机 变量 的 一 切 可 能 分 布 中 正 态 分 布 有 着 重要 的 地 位 . 实践 中 经 常 遇 到 的 大 量 的 随 
机 变量 都 服从 正 态 分 布 , 进 一 步 的 研究 表明 ,在 一 定 的 条 件 下 , 当 随 机 变量 的 个 数 无 限 增加 
时 ,独立 随机 变量 和 的 分 布 趋 于 正 态 分 布 . 这 类 反映 随机 变量 之 和 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 的 


定理 , 称 为 中 心 极限 定理 . 
章 对 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 作 以 简略 的 介绍 . 
5.1 大 数 定律 


在 第 1 章 中 ,我 们 曾经 指出 事件 在 多 次 重复 独立 试验 中 发 生 的 频率 具有 稳定 性 ,概率 的 
公理 化 定义 是 对 概率 的 统计 定义 进行 科学 抽象 的 结果 . 下 面 首先 运用 切 比 雪夫 不 等 式 ,对 事 
件 的 频率 稳定 于 事件 概率 这 一 客观 规律 给 予 数 学 上 的 表述 和 证 明 . 这 就 是 下 面 要 介绍 的 伯 
努 利 大 数 定律 . 

定理 5-1-1( 伯 努 利 大 数 定律 ) 设 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 为 wa, 事件 A 
在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 为 p, 则 对 于 任意 正 数 e, 有 
na 


i 


n 


limP| 


< 了 = 1 
或 
limP| 
证 由 于 n4 是 n 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,所 以 na 一 B(n,p), 于 是 
E(na)=np, D(na)= np(l—p). 
由 数学 期 望 与 方差 的 性 质 , 有 


Es] TECn) se 


n 


య వాలా 0. 
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p(s) La = 
72 72 72 


72 


因此 由 切 比 雪夫 不 等 式 , 对 任意 0, 有 


ల 
在 上 式 中 令 (0 ,并 注意 到 概率 不 能 大 于 1, 即 得 
imP| 


లీల) 
య ఉలవ ాలాస్రాా 
了 2 € 


74 న 
న్యా ౧ ఈల = 1, 
也 即 


limP| 


య్‌ వాలా 0. 


伯 努 利 大 数 定律 以 严格 的 数学 形式 表达 了 事件 频率 的 稳定 性 . 这 就 是 说 , 当 试 验 次 数 
న 与 概率 有 较 大 偏差 的 可 能 性 很 小 . 正 因 为 如 此 ,在 实际 应 用 


中 , 当 试验 次 数 很 大 时 ,我 们 便 可 以 用 事件 的 频率 来 代替 事件 的 概率 . 事件 发 生 的 频率 接近 
于 事件 的 概率 ,这 种 接近 是 在 概率 意义 下 的 接近 . 为 此 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 5-1-1 కరమ మాయె ,是 一 个 随机 变量 序列 ,a 是 一 个 常数 , 若 对 于 任意 正 数 
es, 有 
limP{ |X, —al|<e}= 1， 
则 称 随机 变量 序列 {X, } 依 概率 收敛 于 a , 记 为 
P 


వాటం 
依 概率 收敛 的 序列 还 有 以 下 的 性 质 ， 
设 XX 一 >asY, 一 6, 又 设 函数 g(x,y) 在 点 (a,b) 连 续 , 则 


న. 
按照 依 概率 收敛 的 概念 ,上 述 定 理 一 可 叙述 为 : 
设 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 为 za, 事件 A 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 为 p， 


则 序列 ,二 苔 (二 1,2,…) 依 概率 收敛 于 p, 即 


యు లక 
Y. = i గం 
车 记 

一 用 第 次 试验 中 事件 人 A 发 生 ， 

స 二 第 & 次 试验 中 事件 A 不 发 生 ， 
则 

na 一 Xi 十 Xz 十 … 十 X, 一 Sy 
于 是 


nm 1x,, p= రెంటు = 1 NE,), 
了 2 k=1 了 2 k=1 


72 72 k=1 


这 样 定理 5-1-1 可 以 写成 


limP| సరైన = Dn) 
We k=1 


72 k=1 


చలా 1 
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一 般 地 , 若 随机 变量 序列 మ ,X: ,…,X,,… 的 数学 期 望都 存在 , 且 满 足 式 (5. 1. 1), 则 称 
随机 变量 序列 {X,} 服 从 大 数 定律 .定理 5-1-1 是 随机 变量 序列 Xi ,Xs，…，,X,,… 都 服从 相 


同 的 0-1 分 布 的 情形 . 下 面 的 定理 给 出 了 一 般 的 结论 . 
定理 $-1-2( 切 比 雪夫 大 数 定律 的 特殊 情形 ) 


设 随 机 变量 序列 Xi，Xs ,…,X,,… 相 互 


独立 ,上 且 具 有 数学 期 望 和 方差 : E(Xi)= 二 jy,D(Xi) 二 0? ,k= 二 1,2,…, 作 前 个 随机 变量 的 算 


术 平 均 : 


则 对 于 任意 正 数 s, 总 成 立 


即 
కే 加 
2. చల = 1, 

或 

过 
证 由 于 
E(1>x%) మ నా 
చా! వ్‌ 7 


వ. 
క 
在 上 式 中 令 xco ,并 注意 到 概率 不 能 大 于 1, 即 得 


[9|| పైన -4| ఈలా 1， 
వూక 72 k=1 


e 


也 即 
limP{|X—p|l<e}=1. 


గ 
72 k=1 


定理 5-1-2 中 要 求 随 机 变量 序列 Xi ,Xs ,…,X,,… 的 方差 都 存在 ,经 进一步 研究 发 现 ， 
在 这 些 随 机 变量 服从 相同 分 布 的 场合 ,并 不 需要 这 一 要 求 . 下 面 的 辛 钦 大 数 定律 给 出 了 在 这 


种 情形 下 的 结论 . 
定理 5-1-3( 辛 钦 大 数 定律 ) 


设 随机 变量 序列 Xi ,XX ,…,X,,… 相 互 独立 ,服从 同一 分 


布 , 且 具 有 数学 期 望 : ECXe) 一 wp, 一 1:,2,…: 则 对 于 任意 正 数 s, 有 


limP| 3% -4|< d= 1, 
en n=1 
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如 果 相 互 独立 的 随机 变量 Xi ,Xs ,…,X,.… 服 从 同一 分 布 , 具 有 相同 的 数学 期 望 , 则 随 
机 变量 序列 Xi ,Xs ,…,X,,… 可 看 作 是 某 个 独立 重复 试验 序列 的 结果 . 该 定理 表明 , 当 试 验 
次 数 n 很 大 时 ,试验 的 平均 结果 以 较 大 概率 接近 随机 变量 的 数学 期 望 , 即 n 充分 大 时 ,试验 
结果 的 算术 平均 几乎 变 成 一 个 常数 . 正 因为 如 此 ,在 实际 应 用 中 , 当 试验 次 数 很 大 时 ,我们 就 
可 以 用 独立 重复 试验 结果 的 算术 平均 数 来 估计 随机 变量 的 数学 期 望 . 

推论 设 随机 变量 序列 Xi ,Xs,…,X,,… 相 互 独立 ,服从 同一 分 布 , 且 具 有 A గటు: 
下 (X4) 一 Ai 一 1,2,…; 一 1,2,…, 则 对 于 任意 正 数 s, 有 


im > R= 
We శే 


ఉల = క్‌ 
即 
P 
Sn 一 AL 
7 4=1 


辛 钦 大 数 定律 在 数理 统计 中 有 很 重要 的 应 用 . 


5.2 ”中心 极限 定理 


在 实际 问题 中 许多 随机 变量 是 由 大 量 彼此 没有 关联 的 随机 因素 影响 而 形成 ,其 中 各 个 
因素 在 总 的 影响 中 所 起 的 作用 都 是 微小 的 . 中 心 极限 定理 告诉 我 们 ,这样 的 随机 变量 往往 近 
似 服从 正 态 分 布 . 

本 节 介 绍 两 个 常用 的 中 心 极限 定理 . 

定理 5-2-1 ” 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极 限定 理 (独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ) 

设 随 机 变量 序列 Xi ,XX;，…,X,，… 相 互 独立 ,服从 同一 分 布 ,具有 数学 期 望 和 方差 : 
E(X,) 二 Jj,D(X) 二 0 之 0,k 二 1,2,…, 则 随机 变量 


Dp. — np 
bp ణ్‌ k=1 
Mo 
的 分 布 函数 FF,(z) 对 于 任意 实数 zx, 总 成 立 
2 Xe 一双 
limF,(z)= [ముకి తరాాాలా కు 2 
= |" ల్‌ 4 = అ(ట 
no (న్‌! | 


证 明 咯 . 
定理 5-2-1 说 明 , 在 充分 大 时 ,均值 为 y.. 方 差 为 二 0 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 న. 


XXX 的 和 Xi, 的 标准 化 随机 变量 近似 服从 标准 正 态 分 布 , 即 


ఖు 
第 5 章 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 హెల్‌ 


2 一 了 sim 


నా ~ N(0,1), (5.2.1) 
no 
由 此 可 知 , 当 充分 大 时 ， 
Tr Nn, 
TO Xp హా 
如 果 将 式 (5. 2. 1) 左 端 改写 成 一 所 一 一 一 = వాడ 则 上 述 结果 可 以 写成 : 当 n 充分 
o/ Mn o/ Vn 
大 时 ， 
SE ~ NG,D， 
o n 
起 


元 二 N 全 ) 


定理 5-2-1 告诉 我 们 ,独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 Xi ,X: ,…',X,，…' 无 论 它 们 服从 什 
么 分 布 , 它 们 的 部 分 和 వ. 及 算术 平均 X = 在 n 无 限 增 大 时 ,已 不 再 呈现 多 样 


性 的 特征 ,而 是 趋 于 正 态 分 布 . 
在 nn 较 大 时 ,我 们 有 下 面 的 近似 计算 公式 : 对 任意 实数 a,b(a 二 6b)， 


ఇ DX 一 大 
Pfa< 2 和 入 外 = Pl 一双 య త! 雪人 学 
| సై ఉల | Vio Wo Me 
~ -a( 和 2 లు 
Mo no క్‌ మ 


如 果 将 定理 5-2-1 02 重 伯 努 利 试验 , 设 
క 1， 第 次 试验 中 事件 A 发 生 ， 
=| 第 次 试验 中 事件 A 不 发 生 ， 
P(A)=p,0<p<1,k=1,2,…,n, 记 Y, = 人 则 YY, 一 Bn,p). 于 是 我 们 得 到 下 面 的 
k=1 

定理 . 

定理 5-2-2 ” 德 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 

设 随 机 变量 Y,(n 二 1,2,…) 服 从 参数 为 n,p(0 二 p 二 1) 的 二 项 分 布 , 则 对 于 任意 实数 工 ， 
总 成 立 


= 
imP| గాకా క్ష 2) = | 1 ట్‌ = తటి, 
ne np(l—p) -= V2r 


定理 5-2-2 说 明 , 在 充分 大 时 ,服从 二 项 分 布 的 随机 变量 Y, 的 标准 化 随机 变量 近似 
服从 标准 正 态 分 布 , 即 
np No 1) 
Vanp(l—p) 


నో 
要 ”概率 论 与 数理 统计 (第 2 版 ) 
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或 当 n 充 分 大 时 ， 


~ Ninp .np(l—p)). 
98 所 以 当 n 比较 大 时 ,二 项 分 布 近似 于 正 态 分 布 , 正 态 分 布 是 二 项 分 布 的 极限 分 布 . 
德 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 实际 上 是 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极限 定理 在 随机 变量 序列 
Xi,X:,…,X,… 独 立 且 同 服 从 两 点 分 布 的 情形 . 
在 nn 较 大 时 ,我 们 可 以 用 下 面 的 近似 计算 公式 : 设 Y, 一 B(n,p), 对 任意 a<5, 有 


a—np Y.—np b—np 
P 本 P ఖో వో 
నాల | np (1—p) ౧౧౧౮౮ ~ 二 | 


b—n a—n 
~ 中 | ప? (523) 

下 面 举 几 个 关于 中 心 极限 定理 应 用 的 例子 . 

例 5-2-1 对 于 一 个 学 生 而 言 ,来 参加 家 长 会 的 家 长 人 数 是 一 个 随机 变量 , 设 一 个 学 生 
无 家 长 .1 名 家 长 .2 名 家 长 来 参加 会 议 的 概率 分 别 为 0.05,0. 8,0. 15. 车 学 校 共 有 400 名 学 
生 , 设 各 学 生 参 加 家 长 会 议 的 家 长 数 相互 独立 , 且 服 从 同一 分 布 . 

(1) 求 参 加 会 议 的 家 长 数 X 超 过 450 的 概率 ; 

(2) 求 有 1 名 家 长 来 参加 会 议 的 学 生 数 不 多 于 340 的 概率 . 

解 设 X:(k 二 1,2,…,400) 表 示 “ 第 k 个 学 生来 参加 会 议 的 家 长 数 ”, 则 Xi 的 分 布 律 为 


Xe 0 కీ 2 


加 0.05 0.8 0.15 


తటి = 11 D(X.)=0.19, 且 X= Xi 二 +X; 二 "十 Xs 
E(X) = 400 X1.1= 440, D(X) = 400 x 0.19 = 76. 
(1) 


X—440 、450 一 440 
P{X>450}= వ > 
! | V76 V76 | 
10 
1—® 一 1 一 更 (1.147) = 0.1257. 
(గ 


(2) 设 Y 表示 “1 名 家 长 来 参加 会 议 的 学 生 数 ”, 则 Y 一 B(400,0.8), 且 
E(Y) 一 400X0.8 一 320， D(Y) = 400౫0. 8౫0. 2 = 64, 
7320 < 340 一 320 
V64 V64 

例 5-2-2 某 学 校 图 书馆 共有 1950 个 座位 , 现 有 在 校 学 生 10000 人 .已 知 每 天 晚上 每 个 
学 生 到 图 书馆 学 习 的 概率 为 20%. 

(1) 求 图 书馆 晚上 座位 不 够 用 的 概率 ; 

(2) 车 要 以 不 低 于 95% 的 概率 保证 晚上 去 图 书馆 的 学 生 都 有 座位 ,该 图 书馆 至 少 还 需 
增加 多 少 个 座位 ? 

解 设 X 表 示 “ 每 天 晚上 去 图 书馆 的 学 生 人 数 ”, 则 X 一 B(10000,0.2)， 


P{Y < 340) = ౭1 ... = 0. 9938. 


EE- 
第 5 章 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 se 


E(X) = 10000 ౫0.2 = 2000. D(X) = 10000 x 0.2 x 0.8 = 1600. 


(1) P{X>1950} P 人 > 区 2000 ఇ థ(--1. 25) =థ(౦. 25)=0. 8944. 


40 40 
(2) 假设 还 需 增加 7 个 座位 , 则 
P{X<=1950+m} ౫ 0. 95, 


20-౮-2000 _ 1950 +2 - 2000, 4౯౮2-50 
రి మ 全 జ అి( 


即 


所 以 


> dA a LG 


因此 图 书馆 至 少 还 需 增加 116 个 座位 ,就 能 以 不 低 于 95% 的 概率 保证 晚上 去 图 书馆 的 
学 生 都 有 座位 . 


习题 5-2 


1. 计算 器 在 进行 加 法 计算 时 ,将 每 个 加 数 取 为 最 靠近 它 的 整数 来 计算 . 设 所 有 的 取 整 
误差 是 相互 独立 的 , 且 在 区 间 ( 一 0.5,0.5) 上 服从 均匀 分 布 , 若 将 300 个 数 相 加 , 求 误差 总 和 
的 绝对 值 小 于 10 的 概率 . 

2. 设 随机 变量 Xi ,X* ,…，,X? 相互 独立 , 且 均 服从 参数 =2 的 泊 松 分 布 , 试 利用 中 心 


极限 定理 计算 P{ >) X, ౬ 160). 


i=1 

3. 已 知 在 生产 线 上 组 装 每 个 部 件 的 时 间 X( 单 位 : min) 服 从 指数 分 布 ,统计 资料 表明 
每 个 部 件 的 组 装 时 间 平 均 为 10min, 各 个 部 件 的 组 装 时 间 是 相互 独立 的 . 

(1) 求 组 装 100 个 部 件 需要 15 一 18h 的 概率 ; 

(2) 以 0.95 的 概率 保证 在 16h 内 可 以 组 装 多 少 个 部 件 ? 

4. 电视 台 某 项 电视 节目 的 收视 率 为 20% ,现任 意 采访 625 户 城乡 居民 , 问 其 中 有 
105 一 145 户 收视 该 项 节目 的 概率 为 多 少 ? 

5. 有 一 批 建筑 房屋 用 的 木 柱 ,其 中 80% 的 长 度 不 小 于 3m. 现 从 这 批 木 柱 中 随机 地 取出 
100 根 , 问 其 中 至 少 有 30 根 短 于 3m 的 概率 是 多 少 ? 

6. 某 电 话 总 机 设置 12 条 外 线 , 总 机 共有 200 架 电话 分 机 . 设 每 架 电 话 分 机 每 时 刻 有 
5% 的 概率 要 使 用 外 线 , 并 且 相 互 独立 , 问 在 任 一 时 刻 每 架 电话 分 机 可 使 用 外 线 的 概率 是 
多 少 ? 

7. 某 校 有 100 名 住 校生 ,每 人 都 以 80% 的 概率 去 自习 室 上 自习 , 问 自习 室 至 少 设 多 少 
个 座位 ,才能 以 99% 的 概率 保证 上 自习 的 学 生 都 有 座位 ? 

8. 有 一 大 批 电 子 元 件 装 箱 运往 外 地 ,正品 率 为 0.8, 以 0. 95 的 概率 使 箱 内 正品 数 多 于 
1000 只 , 问 箱 内 至 少 要 装 多 少 只 该 种 元 件 ? 


《| 


数理 统计 的 基本 概念 


前 5 章 我 们 讲述 了 概率 论 的 基本 内 容 ,随后 的 四 章 将 讲述 数理 统计 . 数理 统计 是 以 概率 
论 为 理论 基础 的 一 个 数学 分 支 , 它 是 根据 试验 或 观察 得 到 一 些 数据 ,研究 如 何 利用 有 效 的 方 
法 对 这 些 数 据 进 行 整理 ,分 析 和 推断 ,进而 对 研究 对 象 的 性 质 和 统计 规律 作出 合理 ,科学 的 
估计 和 判断 . 在 科学 研究 中 ,数理 统计 占据 着 一 个 十 分 重要 的 位 置 ,是 多 种 试验 数据 处 理 的 
理论 基础 ,在 现代 生产 ,管理 .科学 研究 等 各 个 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 ,是 一 门 应 用 性 很 强 的 
数学 学 科 . 

数理 统计 的 内 容 很 丰富 ,本 书 只 介绍 参数 估计 假设 检验 、 方 差分 析 及 回归 分 析 、 单 因素 
方差 分 析 等 内 容 . 

本 章 首先 讨论 总 体 、 随 机 样本 及 统计 量 等 基本 概念 ,然后 着 重 介 绍 几 个 常用 分 布 及 四 个 
重要 的 抽样 分 布 定理 ,这 些 定理 是 我 们 研究 正 态 总 体 的 理论 基石 . 


6.1 总 体 与 样本 


6.1.1 总 体 与 个 体 


在 许多 实际 问题 中 ,研究 的 对 象 是 事物 的 某 些 数字 特征 或 属性 特征 ,而 这 些 特征 都 可 以 
用 数据 来 表示 ,数理 统计 的 研究 对 象 正 是 事物 的 某 项 数量 标志 的 可 取 值 全 体 以 及 取 值 的 分 
布 情况 . 下 面 我 们 举 出 几 个 这 方面 的 例子 . 

例 6-1-1 了 解 某 市 20 个 观察 点 所 测 空气 中 PM2. 5 的 浓度 . 如 果 把 每 个 观察 点 的 
PM2. 5 浓度 记 为 z, 那 么 研究 对 象 就 是 数据 zi ,x: ,… ,zzo 全 体 . 

例 6-1-2 研究 一 批 平板 电脑 的 寿命 . 如 果 用 1 表示 它 的 寿命 ,那么 我 们 研究 的 对 象 就 
是 数据 4,t;,…,t, 全 体 (其 中 是 这 批 平板 电脑 的 个 数 ). 

在 数理 统计 中 ,我 们 把 研究 对 象 (事物 的 某 些 数字 特征 或 属性 特征 ) 的 全 体 称 为 总 体 
(population). 经 过 数量 化 后 ,总 体 由 一 组 数据 组 成 ,组 成 总 体 的 每 个 基本 单位 称 为 个 体 . 当 
个 体 的 个 数 为 有 限时 ,就 称 总 体 为 有 限 总 体 ; 当 个 体 的 个 数 为 无 限 多 时 ,就 称 总 体 为 无 限 总 
体 . 总 体 通常 用 大 写字 母 X,Y,2Z 等 表示 . 

在 数理 统计 中 我 们 所 关心 的 并 非 每 个 个 体 的 所 有 特征 ,而 仅仅 是 它 的 一 项 或 几 项 数量 
指标 . 在 例 6-1-1 中 ,总 体 是 20 个 观察 点 ,而 我 们 关心 的 是 这 些 观察 点 PM2. 5 的 浓度 ; 在 
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例 6-1-2 中 ,总 体 是 一 批 平 板 电 脑 ,我 们 关心 的 仅仅 是 这 批 平板 电脑 的 寿命 . 由 于 各 平板 电 
脑 ( 即 使 属 同一 批 次 、 同 一 型 号 ) 的 寿命 不 全 相同 ,不 可 能 也 没有 必要 逐个 地 测 出 每 个 平板 电 
脑 的 寿命 ,而 只 需 了 解 全 体 平板 电脑 的 寿命 分 布 情况 . 由 于 任 一 个 平板 电脑 的 寿命 测试 前 是 101 
不 能 确定 的 ,但 每 一 个 平板 电脑 都 确实 对 应 着 一 个 寿命 ,所 以 可 以 认为 平板 电脑 的 寿命 是 个 
随机 变量 ,而 人 们 关心 的 正 是 这 个 随机 变量 的 概率 分 布 . 一 般 说 来 ,都 可 以 认为 所 考察 的 总 
体 是 用 一 个 随机 变量 来 代表 的 . 由 这 个 观点 ,总 体 可 描述 为 : 总 体 就 是 一 个 具有 确定 概率 分 
布 的 随机 变量 . 以 后 ,可 以 说 总 体 F(z) 或 总 体 X 的 含义 是 一 个 以 下 (xz) 为 分 布 函数 的 随机 
变量 X. 当然 这 个 随机 变量 也 可 能 是 二 维 的 ,这 时 就 可 以 说 二 维 总 体 (x,y) 的 含义 是 一 个 
以 下 (xz,y) 为 分 布 函 数 的 随机 变量 (X,Y). 今后 我 们 不 区 分 总 体 与 相应 的 随机 变量 (或 随机 


向 量 ) ,如 称 正 态 总 体 , 即 指 表示 此 总 体 的 随机 变量 服从 正 态 分 布 ,并 把 随机 变量 X 的 分 布 
称 为 总 体 的 理论 分 布 (简称 为 总 体 的 分 布 函 数 ). 

6.1.2 样本 

1. 抽样 和 样本 


因为 总 体 的 概率 分 布 和 某 些 特征 一 般 是 未 知 的 ,为 了 获得 总 体 的 分 布 , 就 必须 对 总 体 进 
行 抽样 观察 . 最 简单 的 莫 过 于 把 每 个 个 体 一 一 加 以 测试 ,但 这 不 仅 工 作 量 大 ,而 且 往 往 实际 
上 是 不 现实 的 .如 : 测试 一 批 元 件 的 使 用 寿命 , 当 一 个 个 元 件 寿命 结果 测试 出 来 后 ,这 批 元 
件 就 报废 了 . 又 如 石油 勘探 中 ,只 能 取 有 限 个 点 进行 试 钼 ,对 试 钻 所 采 得 的 数据 进行 分 析 处 
理 , 得 出 石油 钻井 的 最 佳 点 ,而 绝 不 可 能 将 所 有 可 能 储 油 的 地 域 钼 得 满 地 窒 隆 …… 因此 ,我 
们 只 能 从 总 体 中 抽取 一 部 分 个 体 进行 测试 . 这 种 从 总 体 中 按 一 定 方式 抽取 一 部 分 个 体 的 过 
程 叫 作 抽样 .我 们 从 总 体 XX 中 随机 地 抽取 个 个 体 , 逐 个 观察 其 数量 指标 ,将 n 次 观察 结果 
按 观察 的 次 序 排列 成 Xi,Xs*，,…',X,. 各 次 观察 结果 X;(i 二 1,2,…,n) 都 是 随机 变量 , 称 Xi， 
వెరి 是 取 自 总 体 X 的 样本 (sample) ,其 中 个 体 的 数目 称 为 样本 容量 . 设 样本 是 随机 
变量 是 指 它 在 抽样 前 的 状态 ,或 者 说 它 是 一 个 抽样 方案 , 当 实 施 一 次 抽样 后 就 获得 一 组 实数 
值 , 记 为 zi ,zz，… ,zx, ,我 们 把 这 组 实数 称 为 样本 Xi ,Xs,…，,X，, 的 样本 观察 值 ,简称 样本 
值 . (为 了 叙述 方便 起 见 ,在 不 致 引起 混淆 的 前 提 下 ,我 们 也 用 zi ,zs,… ,zx 表示 样本 . 故 记 
号 zi ,zo，… ,zs 具有 双重 含义 : 有 时 指 一 次 具体 的 抽样 结果 即 样本 值 , 有 时 指 任意 一 次 抽 
样 的 各 种 可 能 结果 , 即 是 随机 变量 ,这 一 点 以 后 请 读者 注意 . ) 


2. 简单 随机 样本 


根据 不 同 的 抽样 方式 可 以 得 到 各 种 类 型 的 样本 ,那么 怎样 进行 抽样 才能 使 抽样 结果 能 
有 效 地 、 正 确 地 、 客 观 地 反映 出 总 体 的 情况 呢 ? 现在 介绍 一 种 最 简单 的 抽样 方式 ,也 是 数理 
统计 中 基本 的 抽样 方式 一 一 简单 随机 抽样 . 如 果 在 抽样 过 程 中 每 一 次 都 在 相同 条 件 下 随机 
地 从 总 体 中 抽取 一 个 个 体 ,我 们 把 这 种 抽样 方式 称 为 简单 随机 抽样 . 可 见 简单 随机 抽样 中 ， 
随机 变量 Xi ,X,,…,X, 是 相互 独立 的 而 且 和 总 体 具有 相同 的 分 布 . 

定义 6-1-1 设 总 体 为 义 , 总 体 的 分 布 函 数 为 F(z), 一 个 容量 为 n 的 样本 Xi చై, 
X, ,如 果 满 足 : 

(1) 代表 性 మ 与 总 体 X 具有 相同 的 分 布 函 数 F(7z) ,i=1,2,…,n; 
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(2) 独立 性 ”Xi ,XX ，…,X,。 相互 独立 , 则 称 మయం మె 为 简单 随机 样本 ,简称 


除 特 殊 说 明 外 ,本 书 中 所 说 的 样本 都 指 简 单 随机 样本 . 
实际 问题 中 怎样 才能 得 到 简单 随机 样本 呢 ? 一 般 地 ,对 有 限 总 体 ,采取 有 放 回 抽样 就 能 
得 到 简单 随机 样本 ,但 有 放 回 抽样 使 用 时 不 太 方 便 , 当 总 体 中 个 体 的 总 数 N 比 要 得 到 的 样 


本 的 容量 ”大 得 多 时 | 一 般 当 之 10 时 .在 实际 中 可 将 不 放 回 抽样 近似 地 当 作 放 回 抽样 来 


处 理 , 所 得 样本 可 当 作 简 单 随机 样本 处 理 . 
设 Xi లి 是 取 自 总 体 X 的 样本 , 若 总 体 X 的 分 布 函数 为 下 (z) ,概率 密度 函数 
为 F(z), 则 样本 Xi ,Xs యె 的 联合 分 布 函 数 为 


వ (9229 Ta) = ie; 
样本 Xi యి 的 联合 概率 密度 为 


f° (zyze，wyzn) 一 He 


例 6-1-3 为 了 调查 中 学 生 的 身体 状况 ， 从 基地 区 了 人 地 30 名 中 学 生 测量 他 们 的 
身高 . 若 已 知人 的 身高 服从 正 态 分 布 , 试 指出 这 一 统计 问题 的 总 体 和 样本 ,并 写 出 样本 的 联 
合 密度 函数 . 

解 ”由 于 所 获 数 据 为 中 学 生 的 身高 值 , 所 以 该 统计 问题 的 总 体 为 身高 X, 由 已 知 条件 可 
设 X 一 NG ,ao ) ,于 是 其 样本 Xi ,XX,,… ,Xso 的 联合 密度 函数 为 

వ్‌ 站 1 (zi 一 10)2 
(2922 030) 1 元 -exp[ | 

例 6-1-4 为 检验 某 厂 产 品 的 次 品 率 ,从 该 厂 生产 的 一 大 批 产品 中 任意 抽取 50 件 测量 
其 技术 指标 ,指标 达到 国际 标准 的 产品 为 正品 ,和 否则 为 次 品 . 试 指出 这 一 统计 问题 的 总 体 和 
样本 ,并 写 出 样本 的 联合 分 布 律 . 

解 ” 由 于 仅 关心 产品 的 技术 指标 是 否 达到 国家 标准 ,可 构造 随机 变量 

_ 10,， 指标 达到 标准 (正品 ) 

ల 区 指标 未 达到 标准 (次 品 ) 
即 总 体 久 服从 两 点 分 布 B(1,p),p 为 次 品 率 ,50 件 产品 的 检测 结果 మయం ,Xso 为 来 自 
总 体 的 样本 ,它们 是 50 个 取 值 为 0 或 1 的 随机 变量 ,因为 是 从 一 大 批 产 品 中 抽取 的 ,所 以 可 
以 认为 它们 相互 独立 ,于 是 Xi ,Xs ,…,Xsao 的 联合 分 布 为 


50 
P(X = zi Xs 一 zy,Xa 一 zio) 一 [ps (1— pp) 
i=1 


= p25 (1 一 బస్తా 


3. 理论 分 布 与 经 验 分 布 


利用 样本 来 推断 总 体 的 分 布 函 数 ,是 数理 统计 需要 解决 的 一 个 重要 问题 . 这 里 ,我们 引 
人 样本 分 布 函 数 概念 ,并 指出 它 与 总 体 分 布 之 间 的 关系 . 样本 的 分 布 函数 也 称 为 总 体 的 经 验 
分 布 函数 . 


> 
第 6 章 数理 统 计 的 基本 概念 > 


设 和 ,XX ，… ,XX, 为 取 自 总 体 义 的 样本 ,zi ,zs，…,z, 为 总 体 久 的 样本 值 . 对 于 每 个 
固定 的 z, 设 事件 {Xz} 在 nn 次 观察 中 出 现 的 次 数 为 v(xz), 于 是 事件 {Xx} 发 生 的 频 
率 为 103 
గాటు =, or<to. 
易 知 ,F(z) 为 非 负 右 连续 函数 , 且 满 足 
Fl—eoy = 0% 区 位 ceo) 一 二 


我 们 称 F,(z) 为 样本 的 分 布 函数 . ”无 限 增 大 时 ,事件 {X<z} 发 生 的 频率 所 5 依 概 率 收 倒 


于 P{X 扩 zj} ,所 以 对 于 任 给 z, 总 成 立 F,(Cz) 一 F(z). 格 列 文科 (W. Glivenko) 在 1933 年 证 
明了 一 个 更 深入 的 具有 全 局 性 的 定理 . 

定理 6-1-1( 格 列 文 科 定理 ) 当 ~c== 时 ,经 验 分 布 函数 F, (zx) 依 概率 1 关于 z 一 致 收 
敛 于 理论 分 布 函 数 下 Cz), 即 

Ptlim న. —F(z)|=0}= 1. 

该 定理 表明 : 当 样 本 容量 n 足够 大 时 ,样本 的 分 布 函 数 局,(Cz) 儿 乎 一 定 会 充分 趋 近 总 
体 的 分 布 函数 下 (z) ,它们 的 差别 的 最 大 值 (定理 中 的 sup 表示 上 确 界 ) 也 会 随 增 大 而 趋 于 
零 .这 样 的 结局 是 以 概率 1 发 生 的 事件 ,因而 , 当 足够 大 时 ,就 可 以 用 FF, (xz) 来 近似 代替 
F(x) ,这 就 是 以 后 可 以 用 样本 来 推断 总 体 的 最 基本 的 理论 依据 . 

例 6-1-5 某 射 手 进行 15 次 独立 ,重复 的 射击 , 击 中 目标 靶 的 环 数 如 下 表 所 示 : 


环 数 10 9 8 7 6 
频数 3 4 5 2 
求 样本 的 分 布 函 数 F(x). 
解 设 X 为 射手 击 中 的 环 数 , 则 X 的 频率 表 如 下 : 
మ్‌ 6 7 8 9 10 
2 1 4 1 
频率 శ్‌ 5 3 15 5 
0 z=6, 
2 jd 
15° 6<zr<7, 
二 7<r<=8, 
样本 的 分 布 函 数 F, (x) 二 స్‌ 
EE» రికవరి, 
15 
ep 
5 న 5 
1, 7z 二 10. 
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习题 6-1 
1 从 总 体 X 中 抽取 了 容量 为 50 的 样本 , 它 的 频数 分 布 如 下 表 ， 
వో 1 2 3 4 
గ 6 30 12 2 
求 样本 经 验 分 布 函 数 గాయ). 


2. 设 总 体 X 一 BCz,p), Xi,Xs，…,X， 为 取 自 总 体 X 的 样本 , 试 求 此 样本 的 联合 分 
布 律 . 
3. 设 Xi ,Xs，,…,Xw 是 来 自 区 间 (0,20) 上 均匀 分 布 总 体 的 样本 , 试 求 样本 的 联合 分 布 . 
4. 设 X1 లి 为 总 体 X 的 样本 , 试 求 样本 的 联合 概率 密度 函数 ,其 中 总 体 X 的 
概率 密度 如 下 : 
శో 


(1) /CD = 护 e 1 ,一 co<z< 二 coi 


pz 人 0<z<1, 
(2) “60|| 


其 他 ; 
ne 7 , rc, 
(3) | 0° 
05 其 他 . 


6.2 统计 量 与 抽样 分 布 


本 节 先 介绍 统计 量 的 概念 和 几 个 常用 的 统计 量 ; 然后 介绍 三 个 在 数理 统计 中 占有 重要 
地 位 的 抽样 分 布 一 一 X 分 布 .分 布下 分 布 ; 最 后 介绍 抽样 分 布 定 理 , 它 是 各 种 统计 推断 和 
统计 分 析 的 理论 基础 ,是 其 必 不 可 少 的 前 提 . 


6.2.1 统计 量 


样本 Xi ,X,,…,X, 是 总 体 的 一 个 代表 , 它 包含 了 总 体 的 主要 信息 . 在 利用 样本 推断 总 
体 时 ,往往 不 能 直接 利用 样本 ,而 需要 对 它 进行 一 定 的 加 工 , 这 样 才能 有 效 地 利用 其 中 的 信 
息 ,否则 ,样本 只 是 呈现 为 一 堆 * 杂 乱 无 章 ” 的 数据 .为 了 把 这 些 信息 集中 反映 出 来 ,在 数学 处 
理 上 就 是 要 我 们 去 构造 一 个 样本 的 函数 g(Xi,X;,…,X,), 它 可 以 更 有 效 地 反映 出 总 体 的 
更 多 的 信息 . 为 此 ,我 们 引入 如 下 定义 . 

定义 6-2-1 如 果 样 本 యం మయ 的 函数 g (Xi ,XX,,…, 义 , ) 中 不 含有 任何 未 知 参 
数 , 则 称 函 数 g(CXi ,X: ,…,X, ) 为 统计 量 . 

从 定义 6-2-1 可 知 , 统 计量 也 是 一 个 随机 变量 . 例如 : Xi ,和 ,…,X, 为 总 体 N(po) 的 


Xi+ xX 
3 


2 
样本 ,其 中 六 已 知 而 o? 未 知 , 则 3CXi 十 Xs 十 Xs)， 二 ,Xi 十 X 一 2 都 是 统计 量 ， 


న 

క య. 
统计 量 (౫ ,X:，,X,) 的 一 个 观察 值 . 

下 面 列 出 几 个 常用 的 统计 量 . 

定义 6-2-2 ” 设 Xi ,Xs: ,…,X, 为 总 体 X 的 样本 ,zi ,zs，,…,z, 为 相应 的 样本 值 ,有 以 下 


样本 均值 
౫ = lx. C6.2.1) 
样本 方差 - 
$= ౮౦-౫౫ 
= (6. 2. 2) 
样本 标准 差 上 
క్‌ cE (623) 
样本 大 阶 (原点 ) 矩 
త = న (62.4) 
样本 k 阶 中 心 矩 
B, 1 ౮ లు ee నళ (జమున)! 
值得 指出 的 是 
X=A, రో = సాకి 
它们 的 观察 值 分 别 为 
= పె 
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以 上 的 观察 值 仍 分 别称 为 样本 均值 .样本 方差 .样本 标准 差 、 样 本 人 阶 矩 ` 样 本 4 阶 中 
心 矩 . 


6.2.2 统计 学 中 三 个 常用 分 布 和 上 a 分 位 点 


统计 量 是 样本 的 函数 , 它 是 一 个 随机 变量 ,统计 量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 ,在 使 用 统计 量 
进行 统计 推断 时 常 需 知道 它们 的 分 布 . 在 数理 统计 中 ,经 常 假定 总 体 所 服从 的 分 布 是 正 态 分 
布 ,其 主要 的 原因 自然 是 正 态 分 布 的 常见 性 ; 另 一 方面 , 正 态 总 体 的 情形 比较 容易 处 理 ,而 


一 般 求 总 体 服从 其 他 分 布 统计 量 的 精确 分 布 往往 是 很 困难 的 . 下 面 介绍 三 个 来 自 正 态 总 体 
的 统计 量 及 其 概率 分 布 . 
1. X ?分 布 
定义 6-2-3 设 Xi ,Xs,…,X, 为 正 态 总 体 N(0,1) 的 样本 , 则 把 统计 量 
龙 三 向 十 三 十 … 十 到 (6.2.6) 


服从 的 分 布 称 为 自由 度 为 的 X? 分 布 , 记 作 庆 一 X (0). 
此 外 ,自由 度 是 指 式 (6. 2.6) 右 端 包含 的 独立 变量 个 数 . 
可 以 证 明 ,X (mn) 的 概率 密度 函数 为 


సోలో y>0, 


f(y) = 2 శి (627) 
05 其 他 ， 
其 中 T( 瑟 | 是 了 丽 数 Ts) = | ezmdz(s 之 0) 在 s= 人 0 
స 


艺 处 的 值 ,ACy) 的 图 形 如 图 6-1 所 示 . 
认 Co) 分 布 有 以 下 性 质 
క... 
证 因 X,~N(0,1), 即 


6-1 
E(X) =0, D(X) =1, i=1,2,%n, 
所 以 
E(X?) = D(X) + (E(X))’ = 1， 
故 
కట) = E( 2 和 ) 
i=1 
= 2 BCR) 
i=1 
= 
又 因 
ECX!) = 二 లయ =8 
i 
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所 以 
D(X?)= E(X!) 一 (下 CX3))2 
一 3 一 1= 2. 107 
由 于 Xi ,Xs ,…，,X, 相互 独立 ,所 以 Xf ,XX ,…,X? 也 相互 独立 ,于 是 


DX)= “3. 


= 2n. 
性 质 6-2-2 设 办 一 礁 (mn) , 委 一 六 Ge), 且 加 与 相互 独立 , 则 办 十 礁 一 秦 (mn 十 
必 ) ,这 个 性 质 称 为 X 分 布 的 可 加 性 . 
2. కుయ్‌ 


定义 6-2-4 设 X~N(0,1) ,7 了 ~X (mn), 且 XX,Y 相互 独立 , 则 把 统计 量 
) నా (6.2.8) 


服从 的 分 布 称 为 自由 度 为 n 的 1 分 布 , 记 作 :一 上 (2). 它 亦 称 为 学 生 (student) 分 布 ,这 种 分 布 
首先 被 科 萨 德 (Gosset) 所 发 现 , 他 在 1908 年 发 表 关于 此 分 布 的 论文 时 用 学 生 作 为 笔名 . 可 
以 证 明 ,i(x) 的 概率 密度 为 


r 2 十 1 
2 正光 
hl) 1 十 元 క (62.9) 
౮౭ )( కి) 


及 (7) 的 图 形 如 图 6-2 所 示 . 
性 质 6-2-3 1 分 布 的 概率 密度 h (4) 是 偶 函 数 ,上 且 当 自由 
度 n 非 常 大 时 ,i 分布 与 标准 正 态 分 布 非常 接近 , 即 


టు ల్‌ 
-~ 27 
这 个 性 质 称 为 1 分 布 的 渐进 正 态 性 . 
性 质 6-2-4 车 1 一 4070), 则 E00)=0,D()== 一 (n>2). 


n—2 
3. 分布 


定义 6-2-5 设 X~ 久 Gm),Y~XX(ns), 且 久 ,Y 相互 独立 , 则 把 随机 变量 


F= (6.2.10) 


న్‌ ౫వ [04 


> 
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服从 的 分 布 称 为 自由 度 为 (ma ,ns) 的 下 分 布 ,其 中 i 称 为 第 一 自由 度 ,zz 称 为 第 二 自由 度 ， 
记 作 F~F(m ,ns). 


108 可 以 证 明 , 下 分 布 的 概率 密度 函数 为 
nD El 
$y) = (Gr) గర్భ 2 LL 
0, 其 他 . 


$(y) 的 图 形 如 图 6-3 所 示 . 
容易 证 明 , 下 分布 具 有 以 下 性 质 : 若 下 ~FGmn ,ns), 则 


1 
FEF). 


4. 上 a 分 位 点 


在 统计 推断 中 经 常用 到 各 种 分 位 点 ,一 般 都 可 查 表 得 
到 ,下 面 介绍 上 a 分 位 点 . కరు 
定义 6-2-6 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 /(x) ,对 于 任意 给 定 的 (0 过 到 1) , 若 存在 
实数 xz, ,使 得 
రవ) /dr=e, (6.212) 
则 称 点 zx 为 该 概率 分 布 的 上 we 分 位 点 (如 图 6-4 所 示 ). 
Jt) 例如 ,X (xm) 分布 的 上 a 分 位 点 (x) 应 满足 条 件 : 
\ P{X (0) Xn)}= a. 
人 当 a=0.01,x 一 10 时 , 查 附 表 4 可 得 ర్చి 一 23. 209. 
2%, 同样 ,1 分布 的 上 & 分 位 点 刀 .Co) 应 满足 条 件 ， 
0 Pt{i(n) 宇 1.(n)}= a, 
其 值 可 查 附 表 3. 由 于 zn) 的 对 称 性 ,有 -470) 二 一 4(n), 当 nn 
45 时 ,有 近似 公式 
LZ n> 45. (6. 2.13) 
Fm sn) 分布 的 上 a 分 位 点 下 (m,ns) 应 满足 条 件 : 
P{F(m,nz) Fn.n)}= a, 
其 值 可 查 附 表 5. 上 a 分 位 点 ,lm ,ns) 具 有 以 下 性 质 : 


1 
F,(nz ,721 ) 


బ్‌ (71722) 一 (6. 2. 14) 


事实 上 ,车 fF~Flm ,ns), 则 


గ 1 
二 一 有 全 <、 -上 
1—a= P{F 2 Fm ,ns)} క యనా! 


1 1 
P| F> నాన! 


1 1 
వా 
. P{E 各 re 


于 是 
1 1 
PE డా Fl.(m = య 
根据 下 分 布 的 性 质 : 
一 下 (zz ,7 )， 
所 以 


加 二 సా వ... a. 


将 上 面 两 式 比较 后 得 
క్షే 


Ty = 下 (zz sm), 
即 


= 
F. (nz sm) 


式 (6.2.14) 常 用 来 求 (m,n) 分布 中 未 列 出 的 一 些 上 a 分 位 点 ,如 : 


Fnisn) = 


Fo.ss (15,12) 


1 1 
Fo.os(12,15) 2.48 
类 似 地 ,可 定义 下 a 分 位 点 和 双 侧 a 分 位 点 ,这 里 不 再 装 述 . 


6.2.3 抽样 分 布 定理 


0. 403. 


简单 随机 样本 是 统计 推断 的 基础 ,但 为 了 达到 对 总 体 的 不 同 研究 目的 ,需要 构造 不 同 的 
统计 量 , 并 对 这 些 统计 量 的 概率 分 布 有 所 了 解 . 正 态 分 布 在 实际 应 用 中 经 常用 到 ,其 在 统计 
推断 中 占有 极其 重要 的 地 位 . 下面 介绍 的 四 个 定理 ,在 统计 推断 中 起 着 重要 的 作用 . 


定理 6-2-1 设 总 体 X 一 NGCpso:) ,样本 为 Xi చై, మైల 
(1) 样本 均值 


(2) X 与 样本 方差 S: 相互 独立 ; 


(3) 随机 变量 


(2 一 1)S2 i=1 
రో రో 


(6.2. 15) 


(6.2. 16) 


注意 : కలో 为 未 知 时 ,人 一 2S 不 是 统计 量 ,只 有 当 0 为 已 知 时 , 它 才 是 统计 量 . 
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定理 6-2-2” 设 总 体 X 一 No ) ,样本 为 Xi యంపి రొ 分 别 是 样本 均值 和 样 
本 方差 , 则 


మాకం ~ nD). (6.2.17) 


定理 6-2-3” 设 总 体 X 一 NOa 6) ,总 体 Y 一 NG ,o),X,Y 相互 独立 ,上 且 两 个 方差 相 
等 , 即 叶 一 字 , 则 随机 变量 
XK—Y— (证 一 各 


和 (6. 2. 18) 


其 中 


(ma 一 1)S; 十 (zz 一 1)S; 
7 十 7 一 2 


式 中 ,m ,nz 分 别 是 总 体 X,Y 的 样本 容量 ; Si ,Si 分 别 是 X,Y 的 样本 方差 . 
定理 6-2-4 设 总 体 X 一 Nu ,of) ,样本 容量 为 m ,样本 方差 为 Si ,总 体 Y 一 NG 610), 
样本 容量 为 ns ,样本 方差 为 $ ,上 且 Si 与 Sf 相互 独立 , 则 随机 变量 


SY = 


2 S? 2 
F ఫై క అవా ళా 1). (62.19) 
రో 
注意 : 定理 6-2-3 中 要 求 中 = 叶 ,定理 6-2-4 中 无 此 要 求 . 
证 因为 
人 一 DS 
నాలం సట టాక, 
(ea 一 1)S3 2 
X (rz 一 1)， 


由 下 分 布 的 定义 知 


(ma 一 1)S; Si 
3 砚 /on ly 2 


౮6 మోడ్‌ 
DE/ Ly న్‌ రల PUns — కతు — కం 
2 ల్‌] 


例 6-2-1 సరన 0 ,…,Xio 为 来 自 正 态 总 体 మంాగి(0. 2) (0-4 తగు. ఎంత్‌ జ wa,o,c， 
dd, 使 Q=aX? 十 b (చు ఛం (Xs 十 Xs 十 Xo)? 十 d (Xi 十 Xs 十 Xs 十 Xio)? 服从 x 分布 ， 
并 求 其 自由 度 . 

解 因为 X; 独立 同 分 布 ,所 以 有 

Xi ~ N(0,4),X,++ Xs ~ N(0,8), 
X4 十 Xs 十 Xe ~ N(0,12),Xi 十 Xs 十 Xo 十 Xio ~ N(0,16)， 


于 是 到 Xi సం) ,下 (Xu 十 Xs 十 Xs) ,二 (Xi 十 Xs 十 Xo 十 Xio) 相 互 独立 且 都 服从 标 


V8 VI 
准 正 态 分 布 N(C0,1). 由 分 布 的 定义 知 


=> 
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పణం సై (Xs 十 Xs 十 证 (Xt 十 十 Xs) 十 击 (Xr 十 Xs 十 Xs 十 Xo) A 


టా Wt fi PE 
所 以 , 当 % 一 二, 一 末 'c 一 12d 一 让 时 ,Q 服从 自由 度 为 4 的 X 分 布 . 111 


例 6-2-2 设 Xi ,Xs,…,Xo 是 来 自 正 态 总 体 X 的 样本 ,车 取 久 == 2... S: = 


i=1 


9 
1 pr 3(Xw 一 X) 
元 2》 (Xi 一 广 ) ,证 明 : 一 一 人 一 一- ~ 4(8). 
8 XY X) ,证 明 : 1(8) 


证 因为 వాసుల) ,~N (po 和 :所 以 


二 N(o 3 


于 是 
Xu—X ~ Noo,). 
Vi0 
మ. TI 
又 由 定理 6-2-1 中 的 (3) 知 
క్‌. x:(8), 
根据 1 分 布 的 定义 ,有 
Xw 一 及 
రి = 
న్‌ 3 3(Xw —X) ,cg). 
857 V10S 
8 


例 6-23 ” 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 N(w, 呈 ) ,从 总 体 中 抽取 样本 Xi ,XX యి , 求 : 
(1) 样本 均值 X 的 数学 期 望 与 方差 ; 

(2) 样本 方差 S 的 数学 期 望 与 方差. 

解 (1) 由 定理 6-2-1 中 的 (1) ,样本 均值 


2 
వలా EAE 


所 以 
తు = 49 000 = క, 
(2) 由 定理 6-2-1 中 的 (3) ,统计 量 
బు (కా కన్‌ వేటు 
x న్‌ X (2 一 1)， 


再 根据 X 分布 性 质 6-2-1, 有 


EX n—1)) 一 2 一 1，DOoCo 一 D) = 20కు, 
所 以 


< 
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Eo 


2 2 
E(S’) క్‌ 这 ] | క) వ 1) =రో, 
一 వ్‌ న్‌ 


తో ననీ రో Ea 
112 D(S’) p(s ) న్‌ కారి) య న జ 
习 题 6-2 
1. 设 Xi ,Xs ,Xs 是 来 自 总 体 X 的 容量 为 3 的 一 个 样本 ,py 是 未 知 参数 ,以 下 不 是 统计 
量 的 是 ( ). 
A. Xi 二 Xs 十 Xs B. Xi 
3 
ED DB Kr 
భా] 


2. 设 总 体 X 在 区 间 ( 一 1,1) 上 服从 均匀 分 布 , Xi , Xs ,…,X, 为 其 样本 , 则 样本 均值 
X= liox, 的 方差 D(X)=( ). 


A. 3 3 స్తా & in D. 去 
3. 设 总 体 X 一 N(C2,42) ,Xi ,XX,,…,X, 为 X 的 样本 , 则 下 面 结 果 正 确 的 是 ( వి 
A. X— 2 二 2 一 N(0,D) B. <— 2 二 2 一 NG, 
శ్‌ 
౦ S22~NGO0,D న... 


4. 设 随机 变量 X 一 闪 (2),Y 一 准 (3), 且 X 与 立 相 互 独立 ， 则 入 服从 的 分 布 为 స్‌ 


A. F(2,2) B: (a2 
6. తటాక) మై FC353) 
5. 设 Xi ,Xs,…,X, 是 取 自 X 一 N(C0,1) 的 样本 ,X 与 S 分 别 为 样本 均值 与 样本 标准 
差 , 则 服从 త జ అము 只 
A. ఎ. B.S: Cc. టో D. (7 一 1)X 
6. 设 总 体 X 一 No), Xi,Xs，…，X, 是 来 自 总 体 X 的 容量 为 n 的 一 个 样本 , 则 Y = 
Dp ల సిటు. ఎట. 


A. Xn—1) B. Kn) 
C. 2౪౮1) D. 60౧ 
7. 设 总 体 X 一 N(0,1) ,Xi ,XX,,…, 义 , 是 取 自 X 的 样本 ,X 为 样本 均值 ,S 为 样本 标准 
差 , 则 有 ( ). 


A. X~N(0,1) B. nX~N(0,1) 


Se 
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8 Dix? ~X 0 D. ED 

8. 设 随 机 变量 X 和 Y 都 服从 标准 正 态 分 布 , 则 (  ”). ప 
క. B. X? 十 Y? 服从 分 布 జా 
౦ 2 和 YY 都 服从 多 పశ D. సలల రి పశు 


9. 设 Xi ,Xs，…,X, 为 取 自 正 态 总 体 N (0,1) 的 一 个 简单 随机 样本 ,统计 量 Y = 


EL 1 


[Sx 
i=2 
A. Xn—1) B. 1(n—1) C. Fl(n—1,1) D. F(1,n—1) 


10. 设 总 体 入 ~~N (రో) ,Xi1 ,Xe，…,X, 为 来 自 该 总 体 的 一 个 样本 ,X 为 样本 均值 , 则 
样本 均值 X 服从 的 分 布 为 ( ౧. 


లో 
A. సెక్‌) B. NOs0) 


C. N(0,1) D. N(np,no’) 

11. 对 总 体 X 的 容量 为 10 的 样本 值 : 6. 5,7.2,5. 8,6.6,7.5,7.4,6.1,6.8,7.0, 7.4, 
分 别 计算 样本 均值 及 样本 方差 5. 

12. 设 总 体 X~ N (150, 2), ౧ 为 容量 =25 的 样本 均值 , 求 
P{140 二 X147.5} 的 值 . 

13. 求 总 体 X 一 N(15,2) 的 容量 分 别 为 10.15 的 两 个 相互 独立 的 样本 均值 差 的 绝对 值 
小 于 0. 2 的 概率 . 

14. 从 正 态 总 体 N(3. 4,36) 中 抽取 容量 为 n 的 样本 ,如 果 要 求 其 样本 均值 位 于 区 间 
(1.4,5.4) 内 的 概率 不 小 于 0.95, 问 样本 容量 n 至 少 应 取 多 少 ? 

15. 设 :一 :(10) , 求 常数 c, 使 得 P{1 之 c}==0. 95. 

16. 查 表 求 值 : 

(1) to.0s (6) ,L055 (8); 

(2) Fo.1(15,9), Fo.os(15,9), కొం (28,4), కొం (10,10); 

(3) X99 (15), Xs.o (15). 

17. 设 :一 :02) ,求证 : 2 一 F(1,n). 

18. 设 总 体 X 一 N(,22), 其 中 已 知 ,抽取 容量 为 20 的 样本 Xi , 义 ,,… మం , 求 概 率 


P{43.6< > (టి క 150. 4). 
这 1 
19. పరిక మారటం) ,Xi యె 为 其 样本 ,XX 和 రొ 为 样本 的 均值 和 样本 方差 ,又 


య న... 


శ న్‌ 2. చం 
20. ఈ ఎరాగ(0.ల0) ,Xi ,Xs,Xs 为 其 样本 ,证 明 : Y 一 /本 న 服从 自 


由 度 为 1 的 1 分 布 . 
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附录 直方 图 


直方 图 是 根据 样本 观察 值 zc zz,…',zs 近似 地 求 出 总 体 X 的 分 布 函数 的 一 种 图 解法 . 

具体 步骤 : 

(1) 把 样本 值 zi,z,…, ze 进行 分 组 , 找 出 ఎర = min (222) ల్‌ 一 
max{fziyze, zw》 计算 极 差 R=X; 一 XY ,确定 分 组 数 m 和 组 距 d (确定 分 组 数 m 没有 固 
定 的 原则 ,通常 当 2350 时 ,分 成 10 组 以 上 ,但 不 宜 过 多 ; 当 nn 二 50 时 ,一 般 分 成 5 组 左 


右 ). 假设 我 们 确定 把 样本 值 分 成 m 组 , 则 利用 极 差 R 可 确定 组 距 d ,通常 取 d 为 介 于 స్‌ 


114 


777 


౯. 


Rag<— ER. 
m జానీ 


(2) 确定 分 点 20421 22 am: 先 取 ao 为 满足 X? 二 ao 二 Xi 十 d 之 间 的 数 , 然 后 按 公 
式 qi 二 aii 十 d(i 二 1,2,…,m) 确 定 41 ,as，… ,am ,这 样 得 到 的 సల ఎన ,这 是 因为 


an 一 ao 十 mid 之 ao “ణి 


一 ao 十 及 
= ఉం ఛల్‌ 一 和 
= X; + (a — Xi? )> X:. 
由 此 ,区 间 (ao ,a ) 包 含 了 所 有 样本 值 (2 ,xz ，… ,这 ). 
(3) 计算 出 మం ,zs 落 在 (ai-1,ai] 的 频数 和 小 矩形 的 高 h 三节 (i 二 1,2,…，m)， 
列 出 频数 和 矩 形 高 的 分 布 表 . 
(4) 画 出 频率 直方 图 . 
作 平 面 直角 坐标 系 zxOy, 横 坐标 表示 样本 值 , 纵 坐 标 表 示 和 矩形 的 高 . 在 坐标 系 中 作出 72 
个 底 边 为 区 间 (a;_1 ,aij、 高 为 h; 的 矩形 ,这 就 是 直方 图 ( 见 下 图 ). 


ao a 0౮4.10 ao-lan ౫ 


例 某 食品 厂 为 加 强 质量 管理 ,对 某 天 生产 的 缸 头 抽查 了 100 个 数据 , 试 画 出 直方 图 ， 
并 推断 其 是 否 近似 服从 正 态 分 布 . 
342 340 348 346 343 342 346 341 344 348 
346 346 340 344 342 344 345 340 344 344 
343 344 342 343 345 339 350 337 345 349 
336 348 344 345 332 342 342 340 350 343 


347 340 344 353 340 340 356 346 345 346 
340 339 342 352 342 350 348 344 350 335 
340 338 345 345 349 336 342 338 343 343 
341 347 341 347 344 339 347 348 343 347 
346 344 345 350 341 338 343 339 343 346 
342 339 343 356 341 346 341 345 344 342 

解 (1) 计算 数 差 : 

maxz; = 356, minz; = 332, 
所 以 
R = 356— 332 = 24. 
取 汉 二 13, 则 4d 应 满足 


ఫైయ4ంకస్లీ =2 
为 了 4d 数字 整齐 ,可 取 d 二 2. 
(2) 确定 分 点 取 
ao = 331.5， 


则 
21 一 331.5 十 2 = 333.5. 
类 似 可 得 
as = 335.5,as = 337. 5,424 = 339.5,as = 341. 5， 
as = 343.5,ay = 345.5,as = 347.5,as = 349.5,a1 = 351,5,an = 353. 3， 
422 = 355,55a1s = 357, 5, 
(3) 列 出 频数 n; 及 和 矩形 高 h; 的 分 布 表 如 下 : 


分 组 频数 nn వ 
(331. 5,333. 5) 1 0.005 
(333. 5,335. 5] 1 0. 005 
(335. 5,337. 5] 3 0.015 
(337. 5,339. 5] 8 0.040 
(339. 5,341. 5) 15 0.075 
(341. 5,343. 5] 21 0. 105 
(343. 5,345. 5) 21 0. 105 
(345. 5,347. 5] 14 0.070 
(347. 5,349. 5] న్‌ 0. 035 
(349. 5,351. 5] 6 0.030 
(351. 5,353. 5) 2 0.010 
(353. 5,355. 5] 0 0 
(355. 5,357. 5] 1 0. 005 
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(అ 作 直方 图 ( 见 下 图 ) 


0.105|0.105 


0.005 
| 


331.5 333.5 335.5 337.5 339.5 341.5 343.5 345.5 347.5 349.5 351.5 353.5 355.5 357.5 


కా 


参数 估计 


统计 推断 是 数理 统计 的 主要 组 成 部 分 . 它 是 充分 利用 样本 资料 所 提供 的 信息 ,用 归纳 推 
理 的 方法 对 总 体 的 概率 分 布 或 数字 特征 作出 尽 可 能 精确 和 可 靠 的 结论 . 统计 推断 的 基本 问 
题 可 以 分 为 两 类 ,一 类 是 参数 估计 , 另 一 类 是 假设 检验 . 本 章 讨 论 参数 估计 间 题 . 


7.1 参数 估计 的 意义 和 种 类 


7.1.1 参数 估计 问题 


在 实际 问题 的 统计 工作 中 常会 遇 到 如 下 一 类 统计 推断 问题 . 

例 7-1-1 根据 有 关 理 论 和 经 验证 明 : 某 放 射 性 物质 在 单位 时 间 内 放射 的 粒子 数 X 服 
从 泊 松 分 布 x(A) ,但 是 其 中 参数 4 为 未 知 . 设 样本 为 Xi లి ,现在 的 问题 是 如 何 依据 
样本 来 估计 参数 4. 

例 7-1-2 设 有 一 批 电 子 元 件 ,每 个 电子 元 件 的 使 用 寿命 X 是 随机 变量 ,为 了 了 解 元 件 
的 平均 使 用 寿命 入 的 波动 情况 ,我们 把 X 的 期 望 和 方差 分 别 记 为 wp 和 o?, 设 样本 为 Xi ， 
వం యె ,现在 的 问题 是 如 何 依据 样本 来 估计 期 望 y 和 方差 

例 7-1-3 为 了 对 某 地 区 的 水 稻 产 量 进行 估 产 ,选择 了 块 稻田 进行 实地 调查 ,测量 出 
各 块 稻田 的 亩 产量 为 Xi ,X: ,…,X, ,现在 的 问题 是 如 何 依据 这 些 亩 产量 的 资料 来 推测 该 地 
区 的 水 稻 产量 . 

在 上 述 问 题 中 ,如 果 撤 开 各 自 的 具体 意义 ,那么 问题 就 是 如 何 依据 样本 来 估计 总 体 分 布 
中 的 未 知 参数 或 未 知 参数 的 函数 ,这 在 统计 中 称 为 参数 估计 问题 . 


7.1.2 未 知 参数 的 估计 量 和 估计 值 


设 0 是 总 体 X 分 布 中 的 未 知 参数 ,Xi ,Xs ,…,X, 为 X 的 一 个 样本 ,zi 4 

的 样本 值 , 如 果 根 据 从 直观 上 或 理论 上 看 来 是 合理 的 优良 性 准则 (将 在 7. 3 节 中 专门 进行 叙 

述 ) ,去 构造 出 统计 量 g(Xi ,Xs,…,X,) ,然后 用 统计 量 的 观察 值 g (xi ,zxs，… ,x, ) 来 估计 参 

数 0, 用 统计 量 的 观察 值 的 函数 gLg (Xi ,XX。,… ,XX, )] 来 估计 9 的 函数 g(0) ,那么 我 们 把 统 
计量 తర ,X: ,…,X.,) 称 为 未 知 参数 0 的 估计 量 , 记 为 6, 即 

0 一 gCX లె). Cpe 
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把 统计 量 的 丽 数 8Lg(CX; ,Xs,…,X,)] 称 为 未 知 参数 函数 p(0) 的 估计 量 , 记 为 p( 信 , 即 
9( 人 = 9[Lg(CX 2% చం). 《到 
同时 ,我 们 把 统计 量 的 观察 值 gCzi,zz,…,z) 和 yy[sg(Czyz，…z)] 分 别称 为 未 知 参数 0 
和 函数 wp(0) 的 估计 值 . 
估计 量 和 估计 值 统 称 为 估计 . 这 里 应 当 注 意 , 估 计量 是 随机 变量 ,估计 值 才 是 一 个 具体 
的 数值 . 


7.1.3 参数 估计 的 种 类 
参数 估计 问题 , 按 推断 结论 的 表达 方式 不 同 分 成 两 种 . 
1. 点 估计 


设 0 是 总 体 分 布 函 数 中 的 未 知 参数 , 它 的 估计 量 为 6=g (Xi, Xs，…,X,), 样 本 值 为 
(మ మతం). 如 果 分 别 用 估计 值 g(x ,zs，… sz) 和 gLg (zy ,zo，… ,Zz,)] 来 估计 参数 09 和 
参数 0 的 函数 p(0) , 则 这 一 种 参数 估计 的 方法 称 为 点 估计 . 


2. 区 间 估 计 


针对 未 知 参数 0, 构 造 两 个 统计 量 0CXi ,Xe ，…,X,) 和 5CX,Xs，…,X,) ,使 不 等 式 0 一 
0<0 以 一 定 的 概率 成 立 ,也 就 是 使 得 随机 区 间 (0,0) 以 给 定 的 概率 包含 参数 0, 当 把 样本 值 
2 zn 分 别 代 入 0,0 后 , 即 得 到 了 确定 的 区 间 , 用 这 个 区 间 去 估计 参数 0 的 取 值 范 
围 .这 种 估计 参数 0 的 方法 称 为 区 间 估 计 . 


7.2 点 估计 的 求法 


这 里 介绍 两 种 常用 的 点 估计 求法 : 矩 估计 法 和 极 大 似 然 估 计 法 
7.2.1 和 矩 估 计 法 


这 是 皮尔 逊 (K. Pearson) 在 1894 年 提出 的 估计 方法 . 

设 总 体 的 分 布 函 数 FCz,0 0,…,0) 的 形式 为 已 知 ,0 ,0 ,…,A 为 未 知 参数 ,我 们 把 
样本 的 7 阶 矩 A, 作为 总 体 - 阶 矩 w, 的 估计 量 , 把 样本 矩 的 函数 p(A ,A ,…',A,) 作 为 总 体 
和 矩 的 同一 函数 p(a ,wz ,…,or) 的 估计 量 , 即 

入 一 4A， 
Ba ao) 一 CA ఎర రం, 
这 种 构造 估计 量 的 方法 称 为 矩 估 计 法 . 

具体 地 说 , 设 总 体 X 的 分 布 形式 已 知 ,但 含有 A 个 未 知 参数 ,那么 根据 概率 论 知识 ,总 
体 的 - 阶 矩 w- 是 这 k& 个 未 知 参 数 0 ,0 ,…:0 的 函数 : 

a = hu (0 84-84), 
aa = hs (0 0 .00)， 
గ్‌ గగతతు! 


ak 一 hi (0 0 ,0,). 
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从 关系 式 (7.2.1) 中 ,如 果 能 解 出 


0 = fi(ai 96294109 


ర్‌ = FPCayaz 610) (7.2.2) 119 


0 = filaisas sa), 


那么 根据 矩 估 计 法 ,0. ,2 ,…',' 的 矩 估 计量 为 


డ్‌ = (క టం ,Ar) = తట Rass Ks) i = 1,2,,k. C7 区 而 
例 7-2-1 求 总 体 均 值 wk 和 总 体 方差 e: 的 矩 估计 量 . 
解 ”因为 
天 一 ay， 
所 以 jy 的 矩 估计 量 


又 因为 


రో = క₹(22) --(క(లఎ)ి = 4-4, 


క. 


因为 
A， 一 并 一 పన్లైడ నా 


= పదా —nX’] 


= 工 》 (x,—X): = B,, 
Nn iz1 


其 中 ,Bs 是 样本 的 二 阶 中 心 矩 ,所 以 宁 又 可 表示 为 人 ==B. 
这 就 是 说 ,总 体 的 二 阶 中 心 矩 的 矩 估 计量 就 是 样本 的 二 阶 中 心 矩 .可 以 证 明 : 总 体 的 + 
阶 中 心 矩 B. 的 矩 估 计量 就 是 样本 的 > 阶 中 心 矩 再,, 即 
所 三 起 = పేలాయి —X)". 
例 7-2-2 ” 设 总 体 X 服从 参数 为 户 的 二 点 分 布 , 求 p 的 矩 估 计量 . 
解 ” 因 为 
p=E(X)=a, 
所 以 
发 二 前 二 区 : 
例 7-2-3 已 知 某 种 白炽 灯泡 的 寿命 X 一 NGCw, 呈 ) ,在 一 批 该 种 灯泡 中 随机 地 抽取 10 
只 , 测 得 寿命 (以 小 时 计算 ) 如 下 : 1050. 1100. 1080. 1120. 1200. 1250. 1040. 1130. 1300. 
1200 ,试用 矩 估计 法 估计 疡 及 玫 . 
解 ”因为 
= = శ్యే(1050 + 1100 + 1080 -- 1120 + 1200 + 1250 + 1040 + 1130 + 1300 + 1200) = 1147. 
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B; = 市 [G1050 一 1147)? 十 (1100 一 1147)2 十 … 十 (1300 一 1147)2 十 (1200 一 1147)2] 


= 6821， 
所 以 产 及 的 估计 值 分 别 为 1147(h) 及 6821(hz ). 
81 
例 7-2-4 设 总 体 X 的 概率 密度 为 /xs0) 一 | శ 其 他 其 中 0 是 未 知 参数 , 求 
0 的 矩 估 计量 ， 
解 设 XX ,Xs,…,X, 为 取 自 总 体 X 的 样本 ,因为 


4 = E(X) = 604 


కై 
Ln RE 
20 క్‌ 


册 ను! y fo X 
解 出 0= 了 和 ,所 以 6 了 三: 


和 矩 估 计量 的 优点 在 于 , 当 样 本 容量 n 充分 大 时 ,在 用 矩 估 计量 估计 参数 时 ,能 以 很 大 的 
概率 保证 达到 任意 精确 的 程度 , 且 在 求 总 体 的 二 阶 矩 的 矩 估 计量 时 ,可 以 不 必 知 道 总 体 的 分 
布 .因此 , 抢 估 计量 适用 面 广 ,便于 使 用 . 缺点 是 矩 估计 量 没有 充分 体现 总 体 的 分 布 特征 ,从 
而 难以 保证 它 具 有 其 他 的 良好 性 质 ; 此 外 ,在 用 矩 估 计 法 估计 总 体 三 阶 和 三 阶 以 上 矩 时 ,一 
般 说 来 偏差 较 大 ,实际 中 较 少 使 用 . 


7.2.2 极 大 似 然 估计 法 


极 大 似 然 估 计 法 是 费 吹 (R. A. Fisher) 在 1912 年 提出 的 , 它 是 一 种 重要 且 普 遍 采 用 的 
点 估计 方法 . 其 基本 原理 是 : 在 一 次 随机 试验 中 ,概率 最 大 的 事件 最 有 可 能 发 生 . 

现 举 一 个 通俗 的 例子 : 某 位 游客 与 一 位 猎人 一 起 外 出 打猎 .一 只 野兔 从 前 方 蹄 过 ,只 听 
一 声 枪 响 ,野兔 应 声 倒 下 . 如 果 要 你 推测 是 谁 打 中 的 ,你 就 会 想 ,只 发 一 枪 便 打 中 ,猎人 命中 
的 概率 一 般 大 于 这 位 游客 命中 的 概率 ,看 来 这 一 枪 是 猎人 打 中 的 . 这 个 例子 所 作 的 推断 已 经 
体现 了 极 大 似 然 估计 法 的 思想 , 接 下 来 引入 极 大 似 然 估计 法 . 


1. 似 然 函数 


设 Xi ,Xs ,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,zi ,xs，… ,xz, 为 一 个 样本 观察 值 , 若 总 体 X 的 
概率 密度 为 /(z;0, ,0 ,… ,0;) (或 分 布 律 为 P(r;0, .0,,…,0.)) ,其 中 0,,0,,… ,0 为 待 估 参 
数 , 则 在 点 (zi ,x2，… ,zx,) 处 样本 的 联合 概率 密度 (或 联合 分 布 律 ) 的 值 为 


TI (1:0 ,0 :6 [2] ౯ [0% ,0 ఖ్‌ 
i=1 iml 


它 是 未 知 参数 0. ,0,,… ,0 的 函数 ,我 们 把 它 称 为 总 体 X 的 似 然 函 数 , 记 为 L (0 ,0,,…， 
0.), 即 


(0 0 0) = [| fox:;0, జడ (తక 一 Pcss0 ao 
i=1 కనక 


చ వ 


శతా 
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2. 极 大 似 然 估 计 


现在 我 们 设 总 体 X 为 连续 型 ,下 面 的 方法 对 离散 型 总 体 也 是 适用 的 . 设 总 体 X 的 概率 121 
密度 为 FCzi0 6%) ,其 中 由 ,0 ,…:0 为 待 估 参 数 . 又 设 Xi యి 为 总 体 X 的 一 
个 样本 ,zi ,zs，,…,z, 是 一 个 样本 值 , 似 然 函数 为 L(0, ,0,,…,0.) ,那么 容易 得 出 ,样本 落 在 
点 (Cz,zs，…,z,) 邻 域内 的 概率 近似 为 

L(0, ,0 0)dzidzz…dzn. 
显然 ,这 个 概率 的 大 小 随 (01 ,0 ,…:,b) 的 变化 而 变化 , 极 大 似 然 估计 方法 就 是 选取 使 得 样本 
落 在 观察 值 (zi ,zs,…,z) 邻 域内 的 概率 达到 最 大 的 参数 值 六, 包 ,…, 和 ,作为 参数 0， 
由， 和 的 估计 值 .因为 dz ,dzs,…*dz, 和 0 的 变化 无 关 , 所 以 极 大 似 然 估 计 值 和 zi ,za ，…， 
zi)(G 一 1,2,…,) 就 是 似 然 函 数 工 (0 .0 ,… ,0;) 的 最 大 值 点 . 

定义 7-2-1 తర [64.24.40 చట 8 =డీ (22) 0% వాడీ (22, 
zi)，… 和 一 入 (zi ;zo，…,z,) 达 到 最 大 值 , 则 称 人 Ci మం CL 9T2 9 和 Ta ) 
డీ yz) 为 参数 让 ,0 ,和 的 极 大 似 然 估 计 值 . 六 (Xi ,XXX ) డట ,Xe 
వక) డీ (రి XX，… ,XX,) 为 参数 01 ,0。，… ,0 的 极 大 似 然 估 计量 

那么 ,怎样 求 似 然 函 数 工 的 最 大 值 点 呢 ? 注意 到 志和 lnL 同时 达到 最 大 值 ,而 在 计算 
上 求 InL 的 最 大 值 点 比较 方便 ,根据 微 积分 知识 ,在 最 大 值 点 处 ,lnL 的 所 有 偏 导数 等 于 0， 
即 极 大 似 然 估计 值 册 , 饼 ,…, 就 是 方程 组 


alnL 
టె 0? 
9lnL 
一 0， 
90。 (7.2.4) 
9lnL _ 
a 


的 解 . 我们 称 方程 组 (7. 2. 4) 为 似 然 方程 组 . 
不 难 证 明 , 如 果 是 9 的 极 大 似 然 佑 计量 , 当 0 的 函数 户 =A(0) 具 有 单 值 的 反 函 数 时 ， 


h( 信 也 是 (0) 的 极 大 似 然 估计 量 , 即 =h( 仿 . 
例 7-2-5 设 总 体 X 服从 二 点 分 布 , 即 
= 车 A 发生 ， 
ls 车 A 不 发 生 ， 
设 P(A)==p, 其 中 0=p 二 1 是 未 知 参数 , 求 p 的 极 大 似 然 估 计 . 
解 设 X,Xs,…,'X, 为 二 点 分 布 总 体 的 样本 , 故 有 
1， 若 A 发 生 ,p(A) = గ, 
> 1! 车 A 不 发 生 ,p(A) = 1-7, 
即 
P{X =) వలో (ps, z=0,, i= 1,2,n. 


> 
వాత 
య మా 


似 然 函数 为 
Lp) = [Lp (బా 
i=1 
= pe ట్ర? 
有 天 三 (ప) 90+ (一 Sajna పాన, 
i=1 i=1 
所 以 


dlnL ji క 1 
dp (2) గ్‌ (2 2 =p 
可 得 = Lz యా రేగ మా ల్‌ 它 表明 频率 名 或 样本 均值 也 是 概率 户 的 极 大 似 然 佑 计量 ,这 
与 p 的 矩 估计 量 结 果 相 同 . 
例 7-2-6 设 总 体 X 一 N(po) నమ్‌ ఎస్‌ 为 其 一 个 样本 , 求 未 知 参 数 4 和 o? 的 极 
大 似 然 估计 . 


ప 
గే 1 
(496) = (zi—p) 
Lps0) 11 ?| po ] 
క న 
全 exp[ 20° 之 人 J] 
于 是 
n 77 ఇ ॥ 2 
lnL ln(27) 一 全 ln 一 7 之 (zi 一 102. 
似 然 方程 为 
a Loi 
2 po =0, 
alnL ల మేత 
(zi—p) 0， 
లలో 2లో 之 వమన 2లో 


由 前 一 式 得 4 的 估计 量 为 
స ప్లై జన, 
将 此 结果 代入 后 一 式 , 得 of 的 估计 量 为 
థ్‌ ప (RC— 


例 7-2-7 设 概率 密度 函数 /(zx;a) 二 (a 十 1)zx ,0 二 zx 二 1, 求 参数 a 的 极 大 似 然 估计 量 . 
解 ” 因 为 


Lo= [[ fers0) = [| at Dz 
i=l i=1 


= (ఉచ (112), 


i=1 


వాల 
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二 

所 以 

lnLCw= nln(at+ 1) +aln( [Tz;) 

1 123 
= nln(a 二 + 1) 十 ac>)lnzi， 

న i=l 

dlnL (a) n 二 

ల | 十 సైమా Os 

得 参数 a 的 极 大 似 然 估 计量 为 


స 0<zx<0, 
例 7-2-8 设 总 体 矢 服从 [0,9] 上 的 均匀 分 布 ,其 密度 函数 (x;0) 村 0 求 


0， 其 他 ， 
参数 0 的 极 大 似 然 估 计量 . 
解 设 Xi,Xs,…'X, 是 取 自 总 体 X 的 一 个 样本 , 则 其 似 然 函数 为 


1 > 
౧౯ ఏకం యష? = 192,072, 
下 వ్‌వఖ 


0， 其 他 . 
对 该 题 我 们 没有 办 法 通过 求 偏 导 数 来 求 得 极 大 似 然 估 计量 . 但 是 ,因为 每 一 个 zx; 都 必 


须 小 于 或 等 于 0 , 故 知 2 的 取 值 范围 是 从 max {zi} 到 正 无 穷 大 ; 另外 ,由 于 去 随 着 0 的 增 大 
而 单调 减少 ,因此 , 当 0 取 它 的 左 端点 max{x;} 时 , 似 然 函数 达到 最 大 . 所 以 参数 0 的 极 大 似 
然 估计 量 为 


6= max{Xi ,XXX 
极 大 似 然 估计 法 是 参数 估计 间 题 中 最 重要 的 一 种 点 估计 方法 ,相对 和 矩 估计 法 而 言 , 极 大 
似 然 估计 法 的 估计 效果 比较 好 ,但 需要 知道 总 体 的 分 布 , 且 其 计算 也 比较 复杂 . 


习题 7-2 


1. 设 元 件 寿命 X 服从 正 态 分 布 N (y.,o?), 其 中 参数 wo 都 是 未 知 的 , 现 随机 抽取 6 个 
元 件 , 测 得 其 使 用 寿命 (单位 : h) 分 别 为 1498,1502,1578,1366,1454,1650, 试 求 总 体 均值 4 
和 方差 o? 的 矩 估 计 值 . 


2. 样本 值 1. 3,0. 6,1. 7,2. 2,0. 3,1. 1 是 来 自 具 有 概率 密度 函数 为 (68) వాస్తే 
(0<z<pB) 的 总 体 ,试用 矩 估 计 法 估计 总 体 均 值 .方差 和 参数 有 
3. 设 总 体外 服从 泊 松 分 布 x (4), 试 求 4 的 极 大 似 然 估 计量 . 


2 1 
4. 设 总 体 X 的 密度 为 (౮) = (ల! 其 中 8 人 1 为 未 知 参 数 , 求 8 的 极 大 似 然 
0, Z 委 1， 
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క 
5. 设 总 体 X 的 概率 分 布 为 
0 1 2 త్తి 
P 0 20(1 一 0) 2 1-20 


其 中 0[ 0<0< 去 是 未 知 参数 ,利用 样本 但 3,1,3,0,3,1,2,3, 求 0 的 矩 估计 值 和 极 大 似 然 
估计 值 . 

6. 设 总 体 X 的 概率 密度 函数 为 ro 一 二 ec 所 ,一 吕 之 x 二 十 吕 , 试 求 o 的 极 大 似 然 
估计 . 

7. 设 Xi ,X,，…,X, 是 来 自 正 态 总 体 N Cpc) 的 样本 ,其 中 po 均 未 知 , 求 概率 
P{X>1} 的 极 大 似 然 估计 量 . 


7.3 评价 估计 量 优良 性 的 标准 


前 面 已 经 指出 ,参数 的 估计 量 是 样本 的 函数 ,对 同一 未 知 参数 ,可 以 用 不 同 的 方法 构造 
多 个 估计 量 来 估计 ,这 里 就 有 一 个 衡量 估计 量 * 好 坏 ” 的 标准 问题 . 估计 量 是 随机 变量 , 它 的 
取 值 随 观 察 结 果 而 变化 ,所 以 我 们 评价 一 个 估计 量 的 “好 

1”, 不 能 仅 看 它 一 次 具体 的 结果 而 定 . 希望 一 个 估计 量 是 శా 
“好 的 ”估计 量 ,应 要 求 它 在 该 参数 的 真 值 附近 取 值 的 概率 
尽 可 能 大 . 如 果 0.2 是 未 知 参数 0 的 两 个 估计 量 ,而 且 1 
对 于 任 一 常数 C, 有 | | 
(1 -6౬౮) 2 ౨(1గ-8| ౬౮౦), : 

则 估计 量 Ti 比 Ti 好 ( 见 图 7-1). 但 是 一 般 说 来 ,把 它 作 图 7-1 
为 标准 来 寻找 最 佳 估 计 很 难 办 到 . 

下 面 我 们 介绍 三 个 常用 的 评价 估计 量 优良 性 的 标准 . 


7.3.1 无 偏 性 


定义 7-3-1 设 0 是 未 知 参数 0 的 估计 量 , 若 500 =0 成 立 , 则 称 6 为 0 的 无 偏 估计 量 . 

在 科学 技术 中 E(O) 一 0 称 为 以 6 作为 0 的 估计 的 系统 偏差 ,无 偏 估计 的 实际 意义 就 是 
无 系统 偏差. 

从 定义 7-3-1 中 可 以 看 出 ,无 偏 性 是 当 固定 样本 容量 时 估计 量 的 一 种 统计 性 质 ( 称 为 
小 样本 性 质 ) , 它 可 以 理解 为 : 车 对 总 体 进行 大 量 重复 的 抽样 ,那么 得 到 的 估计 值 6 和 参数 0 
的 各 次 偏差 可 以 正 负 抵消 . 或 者 说 所 有 这 些 估 计 值 的 平均 值 接近 于 参数 0. 

需要 说 明 的 是 ,在 某 些 情形 下 ,0 的 无 偏 估计 量 可 以 不 存在 ( 比如 总 体 服从 二 项 分 布 


య 


B (ns).0<p<1, 可 以 证 明 参数 没有 无 偏 估计 量 ). 另外 ,在 一 些 特殊 的 情况 下 ,6 虽然 是 
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0 的 无 偏 估计 量 , 但 明显 不 合理 . 
定理 7-3-1 样本 均值 X 和 样本 方差 S 分 别 是 总 体 均值 y 和 总 体 方差 o? 的 无 偏 估 
计量 . 125 


E(X) (పేలే) 1 ECX) 二 టా 
所 以 X 是 j 的 无 偏 估 计量 . 
又 因为 


去 TS TS న వ pe 
D(X) 9( పేర్లు) వం... 去 一 


ECso5= 可 LD x | శ 2. ఎ) 
ed బ్‌ ఖ్‌ 


జావా | ECX3?) 一 E(x)| 
iml 


శాక 


=— {PDX + ఆ౮టుల -*0900 + ECR} 
i=] 


n—1 


1 న రే 
వ్లన [76౯౮ +p) "(5 + )]] 


యాం (71లో = 于， 
7 一 1 


所 以 వో 是 a 的 无 偏 人 计量. 

正 因为 如 此 , 当 样本 容量 不 太 大 (n 二 20) 时 ,常用 样本 方差 రొ 来 估计 总 体 方差 ౮,2] 
为 样本 的 二 阶 中 心 矩 不 是 的 无 偏 估计 量 ,所 以 不 用 样本 的 二 阶 中 心 矩 B 来 估计 总 体 方 
కరో. 

例 7-3-1 设 正 态 总 体 రాగ (4లో) ,验证 ， 

(1) 当 挛 为 已 知 时 , 极 大 似 然 估 计 宁 一 #2 (రాలు 是 的 无 偏 估 计量 ; 


(2) aS: 十 /是 uc? 十 2 的 无 偏 估 计量 (a ,0 为 常数 ) ; 
(3) 样本 标准 差 S 不 是 总 体 标 准 差 e 的 无 偏 估 计量 . 


证 (1) E(8) qtD ౫ | le So a +) | 
గ్‌ i=1 


1 


= 
= 
తల డం 


所 以 他 = Ly టా 是 号 的 无 偏 估计 量 . 


(2) 根据 定理 7-3-1,E(S?) 二 2? ,所 以 ElaS? 十 6) 二 aE(S?) 十 6 二 a 十 b, 即 aS 十 b 是 


DLECX?) - 2౮6) +1] = ToLECX’) టె 
i=1 ek 


< 
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2౮ గరి 的 无 偏 估 计量 . 
(3) 由 定理 6-2-1 中 的 (3) , 知 
GS వూ 


于 是 


(లోక 
వ 
又 
a( -es, 
故 


_ 
E(S) = a 0, 
2 
所 以 S 不 是 e 的 无 偏 估 计量 . 


从 这 个 例子 可 以 看 出 ,如 果 人 是 0 的 无 偏 估计 量 , 则 除了 6 的 线性 函数 外 ,不 能 保证 6 的 


函数 /(0) 也 是 参数 0 的 函数 /0) 的 无 偏 估 计量 . 
例 7-3-2 设 总 体 X 的 均值 为 wp，Xi ,X: ,…,X; 为 X 的 样本 ,证 明 : (టా 12,70) 


和 去 Xs 十 广 Xs 十 二 Xs 都 是 的 无 偏 估计 量 . 
证 因为 E(Xi)==E(X)==pwi 二 1,2,…,7,X; 是 jy 的 无 偏 估计 量 , 而 
EX:+ Xs 十 ఫం) న 


所 以 十 Xs 十 证 Xs 十 计 Xs 也 是 的 一 个 无 偏 估计 量 . 


7.3.2 有 效 性 


一 般 情况 下 ,未 知 参数 0 的 无 偏 估计 量 9 可 以 有 很 多 ,这 时 需要 从 中 挑选 出 一 个 最 优 
者 . 注意 到 当 0 是 0 的 数学 期 望 时 ,有 
(0-0) = D(O) ， 
所 以 自然 地 把 估计 量 的 方差 D( 信 作为 挑选 的 标准 . 无 偏 估 计量 中 方差 越 小 ,估计 量 人 的 分 
布 越 集中 在 真 值 0 的 两 侧 ,估计 量 偏 离 参 数 的 平方 的 期 望 越 小 ,估计 量 越 优良 . 
定义 7-3-2 24 * ఓ 都 是 参数 0 的 无 偏 估计 量 , 若 
Db) 一 D(2)， 


తా. 
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则 称 抽 ఈడ 有 效 . 
有 效 性 无 论 在 直观 上 和 理论 上 都 是 比较 合理 的 ,所 以 它 是 在 实际 问题 中 用 得 比较 多 的 
一 个 标准 . 127 
印度 统计 学 家 劳 (C. R. Rao) 和 瑞典 统计 学 家 克拉 美 (H. Cramer) 先 后 在 1945 年 和 | 
1946 年 独立 地 证 明 无 偏 估计 量 6 的 方差 D (六 满足 劳 -克拉 美 不 等 式 


1 
a (7.3.1) 


ne E[ (01 x:0 ) ] 


DD 三 


不 等 式 右 端 称 为 参数 9 的 方差 下 界 , 记 为 0" , 当 0(4= ౭" 时 , 则 称 6 为 0 的 达到 方差 下 界 
的 无 偏 估计 量 (简称 有 效 估计 量 ). 如 果 对 固定 的 ,使 D(O) 的 值 达 到 最 小 , 则 亦 称 9 为 0 的 
有 效 估计 量 . 
例 7-3-3 证 明 : 正 态 总 体 X 一 NGC,o2) 中 ,样本 均值 X 是 总 体 均值 w 的 有 效 估计 量 . 
证 因 
1 కూలి 


6 22 
V2ra 
2 
pp PE 号 二 全 


(సట) = 


人 లా 
మ జా మట్‌ 
తలి 


所 以 
వ... 
=౯[ఆాతో] 
作 换 元 
కా. 
౮ 
| 
E{ [R/C] } 
+ 2 
= L గేల zdt 
下 
= 
సః 
所 以 
ప్రజల, 
n 
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所 以 入 是 Aw 的 有 效 估计 量 . 

例 7-3-4 证 明 : 泊 松 分 布 总 体 x(A) 中 ,参数 1 的 极 大 似 然 估计 外 = 是 4 的 有 效 估 
计量 . 

证 因为 4 二 E(X), 根 据 定理 7-3-1 可 知 ,是 E(X)=4 的 无 偏 估 计量 ,有 


(KAN) = A X=0,1,2, 
f(X, = » 一 0,1,2,， 
tA ll — 1 li, 
న. x 和 一 
మంత) = మలా 1 = మాకే, 


El [సంగం] ')= న. 


一 二 ELCX 一 2 


一 二 DCX)， 
二 
FT 
所 以 
D* =2. 
了 2 
而 
D(X) = PCO = 人 
n nn 
故而 
D(X) =:D 


所 以 4= 玉 是 4 的 有 效 估计 量 . 

7.3.3 一 致 性 (或 相合 性 ) 

无 偏 性 、 有 效 性 都 是 在 样本 容量 n 确定 的 前 提 下 讨论 的 . 我 们 当然 还 希望 ,在 样本 容量 
nn 无限 增 大 时 ,一 个 好 的 估计 量 的 估计 值 应 该 依 概率 收敛 于 参数 真 值 . 这 是 对 估计 量 一 致 性 
的 要 求 . 

定义 7-3-3 设 0 是 参数 0 的 估计 量 , 若 对 任意 లా0. 

limP{|0—0|> se}=0 

成 立 , 则 称 6 是 9 的 一 致 估计 量 . 

从 定义 中 显 见 .6 是 0 的 一 致 估计 量 的 充 要 条 件 为 : 0 依 概 率 收敛 于 0 , 即 人 -二 -0. 例如 ， 
样本 的 阶 矩 A, 是 总 体 K కతల 的 一 致 估计 量 ,所 以 矩 估 计量 是 一 致 估计 量 . 
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例 7-3-5 设 总 体 రాగంలో) ,Xi ,Xs,Xs 是 来 自 X 的 样本 , 试 证 明 估计 量 
2 = స్రయ చాచి తత్త. జ వా స్త శాస్రం శాస్తం. 2 వా స్టర్‌ 十 十 Xe 十 本 
都 是 /的 无 偏 估计 ,并 指出 它们 中 哪 一 个 最 有 效 . 


జ క్షే | 1 
解 ED = 5(స్రన ఉచ్చ +శ్తగ )= న 
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డ్‌ కే 1 5 1 1 5 
El(y) E(3x 下 యం. 3t 4+ iar pA, 


~ 1 i 1 | గే 1 
El(ps) E ($x 二 十 于] at att A, 


故 应 sp ss 都 是 + 的 无 偏 估 计 . 


వు of ప్రయ 十 辣 Xs 十 సం) న. 
Fo of Xi 十 二 Xs 十 访 X: ] 1 十 站 十 区 一品 ， 
Dy D(§X ఫ్రై శాస్తం) 于 十 二 于 十 二 = స్టారా. 
D()<D(2) 二 D(a) ,所 以 户 为 六 的 最 有 效 估计 . 
习题 73 


1. 设 总 体 X~U[0,20], 其 中 0 之 0 是 未 知 参 数 ,又 Xi ,Xs，,…,X, 为 取 自 该 总 体 的 样 
本 , 叉 为 样本 均值 .证 明 6 也 是 参数 0 的 无 偏 估计 . 
2. 设 0 是 参数 0 的 无 偏 估 计 , 且 有 D(0O) 过 0, 试 证 : 儿 不 是 0: 的 无 偏 估计 . 
3. 设 总 体 X 一 NGuso2) ,Xi ,Xs,Xs 是 来 自 X 的 样本 , 试 证 明 估计 量 
2 二 证 i 十 言 Xs 十 去 Xs， 2 = స్థన చట్టం చళ్ల. ఉ వా స్టర్‌ శాస 十 二 
都 是 /的 无 偏 估计 ,并 指出 其 中 哪 一 个 最 有 效 . 
4. 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


一 (xz 一 由 


6 工 之 jy 


flzsp) = గ్‌ 其 他 ， 
其 中 未知. 
(1) 求 的 极 大 似 然 估计 所 , 疡 是 jy 的 无 偏 估计 吗 ? 


(2) 证 明 4 的 矩 估 计量 ys 是 y 的 无 偏 估计 . 

5. 设 Xi ,X:,…,X, 是 来 自 N (ps,0?) 的 样本 , 求 常数 C, 使 Sc 一 X;)? 是 到 的 一 
个 无 偏 估计 量 . 

6. 设 0-1 总 体 中 参数 p 为 未 知 ,证 明 p 二 XX 是 参数 p 的 有 效 估计 量 , 且 具 有 一 致 性 . 


7. 在 均值 为 /方差 为 的 总 体 中 ,分 别 抽取 容量 为 2.22 的 两 个 独立 样本 ,Xi ,XX 分 
别 是 两 样本 的 均值 . 试 证 : 对 于 满足 a 十 二 1 的 任意 常数 a 和 4b, 了 = 二 aXi 十 bX 都 是 的 无 
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偏 估计 量 , 并 确定 常数 a,5, 使 D(Y) 达 到 最 小 . 
130 7.4 参数 的 区 间 估 计 


点 估计 用 未 知 参数 0 的 估计 量 人 来 估计 0, 优 点 是 简单 明确 ,但 缺点 是 没有 提出 一 个 有 
关 精 确 度 的 概念 . 因为 事实 上 0 并 不 真正 等 于 0, 当 总 体 是 连续 型 随机 变量 时 ,P{0=0} 一 0， 
直观 地 说 ,对 于 భాం 而 言 ,事件 {6 二 0} 几乎 是 不 可 能 事件 .为 此 ,介绍 另 一 种 参数 估计 的 方 
法 一 一 区 间 估 计 , 它 利用 样本 构造 一 个 随机 区 间 ,使 其 以 事先 给 定 的 概率 包含 参数 的 真 值 ， 
从 而 弥补 点 估计 的 不 足 . 


7.4.1 置信 区 间 和 置信 度 


定义 7-4-1 设 总 体 X 的 概率 密度 为 /(z;0) ,0 是 未 知 参数 ,XX ,XX ,…,X, 为 XX 的 样 
本 ,对 于 事先 给 定 的 a(0 过 a 二 1), 若 存在 统计 量 0 二 0 (Xi ,Xs,…,X,) 和 0 二 0 (Xi,X,,，*…， 
X, ) ,使 得 

P{0<0<0}=1—a, (టట! 

则 称 区 间 (0 ,0) 是 参数 0 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 ,0 和 0 分 别称 为 置信 度 为 1 一 a 的 置 
信和 区 间 的 置信 下 限 和 置信 上 限 ,1 一 a 称 为 置信 度 . 

由 定义 可 知 ,置信 区 间 (0,0) 是 一 个 随机 区 间 , 它 的 两 个 端点 都 是 不 含 未 知 参数 0 的 随 
机 变量 . 式 (7.4.1) 的 含义 是 指 : 在 多 次 重复 抽样 时 ,每 次 抽样 的 观察 值 可 确定 一 个 区 间 , 在 
这 众多 的 区 间 中 ,包含 0 真 值 的 约 占 100(1 一 a) % ,不 包含 0 真 值 的 约 占 100a% ,例如 , 取 a= 
0.05, 反 复 抽 样 100 次 ,在 所 得 到 的 100 个 区 间 中 ,大 约 有 95 个 区 间 包 含 0 真 值 , 仅 约 5 个 
区 间 不 包含 0 真 值 .因此 ,置信 区 间 和 置信 度 提出 一 个 在 一 定 的 概率 保证 下 ,参数 估计 满足 
一 个 精确 度 的 概念 .从 这 个 角度 上 来 说 ,区 间 估 计 是 统计 意义 下 的 近似 计算 和 误差 分 析 , 所 
以 在 处 理 实际 问题 时 更 有 用 . 

下 面 ,我们 介绍 利用 抽样 分 布 (或 随机 变量 函数 的 分 布 ) 来 构造 置信 区 间 的 方法 ,并 求 出 
正 态 总 体 中 参数 的 置信 区 间 . 


7.4.2 单个 正 态 总 体 均值 A 和 方差 e* 的 置信 区 间 
1. 方差 ?已 知 时 ,均值 的 置信 区 间 
లో 


我 们 知道 是 的 无 偏 估计 , 且 టా... 24 8కి 
౮ 77 


గ 


య... 
P{X—K<py<X+KR}=1—a, 0<a<l. 
因为 
P{X—K<y<X+KkK} 


నో ఫైట 
వరమాల 中 లీ 


K 
~ 1 ， 
of 万 | “ 
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故 
= K 1 a | 
౭(౧ఢే 了 局] 2° వ్‌; 
所 以 త్రై 
K 二 2 
o/ Vn ట్‌ 
క... 
各 着 
న. 


所 以 ,yw 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 ( 见 图 7-2) 是 
₹-= శ్లయ+ అల్లా 
| హ్‌ గ గ. 
当 取 a 二 0.05 时 , 查 附 表 2 得 x$ 二 zo0.0zs 二 1.96, 所 以 jp 的 
95% 阜 信 区 间 是 
య. 
Cn 


2. 当 方 差 未 知 时 ,均值 的 置信 区 间 


(742 


జో క. 5, 但 我 们 可 用 S 将 估计 
o/Nn 


出 来 ,所 以 由 定理 6-2-2, 知 
X—p (టు, 
5/47 - “7” 
ప... 
P{X—K<yx<X+K}=1—a, 


故 
二 వ చీ 
. వ చక న! న 

所 以 

టిం K 一 全 

P{s7# 引 反 | 2 

于 是 得 到 

K 

一 好 (一 1)， 

S/n 

解 出 


గ = జాల వా 
n 


所 以 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 


二 న్‌ు 号 
坟 二 总 《ww 二 1 sts (nO—1) 本 (7.4. 3) 
( mn శ్‌ 
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例 7-4-1 设 某 种 零件 的 平均 高 度 久 服从 正 态 分 布 N (py,0. 和 4). 现 从 中 随机 抽取 20 只 
零件 , 测 得 其 平均 高 度 为 工 一 32. 3mm. 求 该 零件 高 度 的 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 . 
132 解 ”本 例 是 在 号 已 知 时 , 求 w 的 置信 度 为 95%% 的 置信 区 间 . 
已 知 zx 一 20,o 一 0. 4,a 一 0.05, 查 附 表 2( 标 准 正 态 分 布 表 ) 得 zo0.02s 二 1.96, 故 有 


二 一 32.3 Li96 XE — 33.12, 


Bi 


n 
二 0.4 
స వ స స వళ 


所 以 ,mw 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 (32. 12.32. 48). 其 含义 是 该 区 间 属 于 那些 包含 4 的 
区 间 的 可 信 程 度 为 95% ,或 该 区 间 包 含 y 这 一 陈述 的 可 信 度 为 95%. 

例 7-4-2 用 某 仪器 间接 测量 温度 ,重复 测 得 5 次 ,得 测量 值 如 下 : 12500. 12650. 
1245"C ,1260'C ,1275'C. 假设 需 测量 的 温度 X 一 NG 于 ), 试 求 a 二 0.05 时 ,温度 真 值 w 的 
置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 


解 ”本 例 是 在 a 未知 时 , 求 .的 置信 度 为 95% 的 置信 区 间 . 


已 知 n=5,n 一 1=4, 多 =0. 025 , 查 附 表 3 得 43 (n 一 1) 二 10.0zs (4) 二 2.776. 作 以 下 计算 : 


T= 言 (1250 十 1265 十 1245 十 1260 十 1275) 一 1259, 


， 


一 地 [C1250 一 1259)2 + + (1275 一 1259)?] 一 మ 


ప్ర? 570 కు 
万 = 5 క 389, 


所 以 ,温度 真 值 的 置信 度 为 95% 的 置信 区 间 是 
(1259 一 2.776 ౫ 5.339,1259 十 2.776 ౫ 5.339) 一 (1244.2,1273.8). (单位 : '0) 


3. 方差 of 的 置信 区 间 
(1) 均值 jy 已 知 时 ,方差 0 的 置信 度 为 1-4 的 置信 区 间 是 
(టి? > | 


好 (0D Xn) 
标准 差 c 的 置信 和 度 为 1 一 c 的 置信 区 间 是 


D) Ki op) | 
i=1 i=1 ‘ 
స్త) Xi_s (n) 


式 (7.4. 和 中 ఉం ,W407) 分 别 为 分 布 的 上 号 分 位 点 和 上 1 一 多 分 位 点 ,n 为 样本 容量 . 
(2) 当 均 值 六 未 知 时 ,方差 一 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 
(2౭-1౩ (nO—1)S’ 
న న్‌. శ్‌ 
标准 差 ౮ 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 


(7.4.4) 


(7.4.5) 


= 
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| (7౮1)కో | 
好 (2 一 D) రకా" 
式 (7.4.5) 中 难 @ 一 D, 难 (2 一 1) 分 别 是 自由 度 为 m 一 1 的 友 分 布 的 上 号 分 位 点 和 上 33 


1 一 号 分 位 点 . 


以 上 这 些 署 信 区 间 的 建立 过 程 完全 类 似 , 作 为 一 个 例子 ,下 面 来 推导 式 (7.4. 5). 
注意 到 样本 方差 S 是 吓 的 无 偏 估计 量 , 且 在 正 态 总 体 条 件 下 有 


人 一 21)， 
2 2 
2లో 020004 (వ్ల వ్ల) 008 待定 ) ,置信 度 为 1 一 a, 即 
SS 
P{ 专 యో < 元 }= 1 一 w， 
因为 
S కో Ss: 
?| 去 一 5 < 元 |} P{K: < <K| 
చు 2 
= 2[( Ry < DS జట DK 
౮ 
所 以 


కా 2 
ro DR < DK)=1 & 


为 了 确定 Ki,K; 的 值 , 我 们 假设 
Ki 一 1) = 对 (一 1)， 


那么 
Ks(n—1) = Xs(n— క. 
于 是 
2 2 
K Ga = 
శాక | 
2 గా గా (2 一 1)S? 
所 以 a2 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 | 二 一 一 ， 
Xs (nO—1) 
(一 1)S? ] 
Xs nD)) 


注意 , 当 密 度 函 数 不 对 称 时 ,如 X 分 布 ,习惯 上 仍 取 分 
位 点 2- Cz 一 1) 与 准 (2 一 1) 来 确定 置信 区 间 . 

例 7-4-3 令 随 机 变量 X 表示 春季 捕捉 到 的 某 种 鱼 的 体 长 ,单位 是 cm, 假 定 这 种 鱼 的 
体 长 服从 正 态 分 布 Nd,0. 42) ,现在 随机 抽取 了 13 条 鱼 ,测量 它们 的 体 长 分 别 为 

13, 15. 1918. 0౪8. 7916. 5,9. 86. 812. ౦0.17. 825. ఉం 19. 215. 828. 0, 
求 总 体 方差 和 总 体 标准 差 ౮ 的 置信 水 平 为 95%% 的 置信 区 间 . 


~ 
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解 ” 由 于 总 体 均值 未 知 ,o 的 置信 区 间 为 

Ea | 
క 好 (一 D Xs 一 D) 
查 X 分 布 表 ( 附 表 4) 得 


丛 (n 一 1) = Xoos(12) = 23. 3367， 

Xs n—1) = Xows(12) = 4.4038, 

Wi DE = 19. 4119, a = 102. 8681. 

Xs(n—1) Xs(n—1) 
所 以 总 体 方差 的 置信 水 平 为 95% 的 置信 区 间 是 (19.41,102. 87). 总 体 标 准 差 o 置信 水 
平 为 95% 的 置信 区 间 为 ( V19.41, V102.87 ) 一 (4.41,10. 14). 


7.4.3 ”两 个 正 态 总 体 均 值 差 p 一 yz 的 置信 区 间 


在 实际 中 常 遇 到 这 样 的 问题 : 已 知 某 产品 的 质量 指标 X 服从 正 态 分 布 ,但 由 于 工艺 改 
变 、 原 料 不 同 \ 设 备 条 件 不 同 或 操作 人 员 不 同等 因素 ,引起 总 体 均值 ,方差 有 改变 . 我 们 需要 
知道 这 些 改变 有 多 大 ,这 就 需要 考虑 两 个 正 态 总 体 均值 差 或 方差 比 的 估计 问题 . 

设 总 体 X 一 NG ,ai),Y 一 NG 60) ,并 且 X 与 了 相互 独立 . 

(1) 设 守 ,已 知 时 ,一 5 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 


(x 至 2 యా. Y 十 xs el 
m1 722 771 722 
其 中 < 是 标准 正 态 分布 的 上 多 分 位 点 ,mm 和 ns 分 别 为 总 体 X 和 Y 的 样本 容量 ,1 一 a 为 置 
信和 度 , 这 个 结论 的 证 明 作为 练习 . 
(2) కంల 未 知 ,但 有 f= 及 二 0? 时 ,pu 一 pzz 的 置信 区 间 
易 知 ju 一 pz 的 点 估计 是 XX 一 了 , 设 లాం 的 置信 区 间 形 如 
(X—Y—K,X—Y+K). 


由 定理 6-2-3 知 
నా కా మా ~ tm 二 nz —2), 
ర్‌ 


其 中 统计 量 

ఆ: న్‌ సీ Sg V2 
(m—1D)S+(n oO—1)S: 2 త వ. నే 
7 十 ?zz 一 2 1 十 ma 一 2 
于 是 容易 推 得 (mm 一 六) 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 


(౫ Fismt+n—2): Ss, /iL+i,R—ytismt+n—2). S, [E+] 
nm nz m nz 


(7.4.6) 
当 ju 一 pz 的 置信 下 限 大 于 0 时 ,我 们 认为 在 置信 和 度 1 一 xc 下 ,和 >m; కలాల 的 置信 上 限 
小 于 0 时 ,我 们 认为 在 置信 和 度 1 一 c 下 ,ya 二 yo. 


S$: 一 


oa 
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例 7-4-4 设 总 体 X 一 NGua ,5 ) ,从 中 任 取 一 个 容量 为 10 的 样本 ,其 平均 值 为 工 一 19. 8; 
总 体 Y 一 NGCe ,6:),y 一 24.0 是 其 容量 为 12 的 样本 均值 . 如 果 所 取 两 个 样本 相互 独立 , 试 求 
均值 差生 一 me 的 置信 和 度 为 90% 的 置信 区 间 . 135 
解 由 于 mo 已 知 ,pn 一 yw 的 置信 度 为 1 一 c 的 置信 区 间 是 | 


(౫ a చ క్‌. 
2Am na” “Al 722 
代入 数据 


T=19.8,y = 24.0,m = 10,72 = 12,0 = 25,08 = 36,zo0.0s = 1. 645, 
所 以 ya 一 1 的 置信 度 为 1 一 “ 的 置信 区 间 是 
25 


36 , 25 ,36 
[10.8 2401. 645 ర్యా చర్య 19.8 2041. 645 X /各 十 ). 


故 所 求 均值 差 4-4 的 置信 区 间 为 (一 8.058 ,一 0. 342). 

例 7-4-5 为 了 比较 A,B 两 种 型 号 灯泡 的 使 用 寿命 ,随机 地 取 A 型 灯泡 5 只 , 测 得 平均 
寿命 二 1000h, 样 本 标准 差 5 二 28h; 随机 地 取 B 型 灯泡 7 只 , 测 得 平均 寿命 y= 二 980h, 样 本 
标准 差 :一 32h. 设 总 体 都 是 正 态 的 ,并 且 由 生产 过 程 知 它们 的 方差 相等 . 求 两 总 体 X 和 Y 
的 均值 差 一 yw 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 . (a 二 0. 01) 

解 ” 由 于 实际 抽样 的 随机 性 ,可 以 认为 两 个 总 体 X,Y 是 相互 独立 的 ,并 已 知 两 总 体 方 


差 相 等 . 

这 里 
1—a= 0.99, a=0.01, క్‌ 0.005. 2+72-2 = 10, 

查 表 得 


好 (ma 十 加 一 2) 一 loos(10) = 3. 1693, 


(5 =D X24 ODX3 
10 


Su = V928 ~ 30. 46. 
所 以 ,pn 一 ps 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 


(1000 -980 - 3. 1693 x 30.46 x / 吉 十 广 ,1000 - 980 二 3.1693 X 30. 46౫ 太 +) 


即 ( 一 36. 5,76. 5). 


7.4.4 两 个 正 态 总 体 方差 比 人 的 置信 区 问 


Ss 


928, 


న... 
样本 容量 分 别 为 mn, 和 nz, 样本 方差 分 别 是 Sf 和 S3. 
根据 定理 6-2-1 知 
a 2 2 
(77 四 她 (ma 10, (nz XC 10. 


再 由 定理 6-2-4, 得 


-yr 
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二 2 
తో s/o ee 
1 1 2 
(nz 一 EE 二 o/s 
న్‌్‌ (zz 一 1) 


=F(m= m= 1 
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设 对 的 置信 区 间 形 如 [二 . కమా. త కం 待定 ,设置 信和 度 为 1 一 a; 即 
న్‌ శల తాం గ్‌ స్ట ణా ణ్‌ 
Si/S SS 
P| <<< 二 j= 
SI/ 
P{K: < దగ | = 1 న్‌ 


为 了 确定 下， 和 K; ,假设 
గ్‌ Fs(m l,ns—1), గ Fs (7 1,72 一 2). 


而 
Fi-s (7 కత చాపు! 


1 


Fs —1,mO—1) ( 见 图 7-4). 


于 是 


వ 1 
加 Fs (nz —1mO—1). 


所 以 全 的 管 信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 


5 Si 
ఈ కోళ్లు » ys 
(Ee న... 


I 
当 邓 的 置信 下 限 大 于 1 时 ,我 们 认为 在 置信 和 度 1 一 a 下 ,of 02; కర్ణం క 上 限 小 于 1 时 ， 


我 们 认为 在 置信 度 1 一 a 下 ,of 二 oi. 
例 7-4-6 两 正 态 总 体 NG ,oai),NC ,o) 的 参数 均 未 知 ,依次 取 容量 为 13,10 的 两 独 


立 样 本 , 测 得 样本 方差 sf 二 8. 41,s 一 5. 29. 求 两 总 体 方差 1... 1 一 a 的 置信 区 
间 . (a=0. 10) 


天， 


解 
ni = 13 nz = 10 
所 以 
m—l1=12, n:—1=9. 
నే 
| -一 0:05; 1 త = 0195, 
查 表 得 


Fo.os (12,9) = 3.07, 


. 1 కే 
కలం) ఆ Foos(9,12) 280” 


第 7 章 参数 估计 _ > 


计算 得 
వ తశ 
和 一 下 29 L159; 
2 
所 以 号 的 90%% 置 信 区 间 为 
2 
[59 గ 
(హై 58X 2 80) = (0. 518.4. 452). 


表 7-1 总 结 了 有 关 单个 正 态 总 体 和 双 正 态 总 体 参数 的 置信 区 间 ,以 方便 查 用 . 
表 7-1 正 态 总 体 均值 .方差 的 置信 区 间 ( 置 信 度 为 1 一 a ) 


类 待 估 其 他 统计 量 置信 
别 参数 参数 分 布 区 间 
En 二 LO 
Z= ~N(0,1) 二 
-a o/Vn ( 二 
个 
下 |  A | 未知 న... (RD) 
స్‌ n n 
总 
体 :ODS yp (和 二 వ్‌) 
| =D 对 nD కాట 
_X—Y— (pe) 
Z= గ(0,1) 
జాడ. లేజీ కెజి 于 (కల్యా [E+ 有 a) 
i 2Nm 72 
_X—Y— up) 
和 
两 క "| [zy 
并 + 工 —Y+ts ( 一 2) 。 
本 i, 未知, 但 So Vn tn (x చా 
正 向 一 pe 汪汪 一 2) 
一 Si 一 一 1)Si 十 (ma 一 1)S Sen tn 
人 నా nm 十 nz 一 2 
కాజా "కి 
ల్‌ _Si/SE_ En 上 ఏ 
యే] ma rp 未 知 下 క; Flm—1,n—1) a 
Fy(m-lm 一 D* 茹 
7.4.5 大 样本 场合 下 p 和 A 的 区 间 估 计 


下 面 ,我 们 讨论 非 正 态 总 体 情 况 下 的 区 间 估 计 问 题 . 此 时 要 求 样本 容量 2230. 1) గ) 


的 大 样本 场合 . 鉴于 它 的 应 用 较 广 ,因而 作 单 独 的 讨论 . 


1. 大 样本 场合 下 的 概率 p 的 置信 区 间 


若 事件 A 发 生 的 概率 为 p ,进行 n 次 独立 重复 试验 ,其 中 A 出 现 w 次 , 求 p 的 置信 和 度 


为 1 一 a 的 置信 区 间 . 
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.二 
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య మా 


టూ 
设 统计 量 号 一 - 记 CE 订 "由 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 ,对 任意 工 , 成 立 


n 


limp{U, < zx}= B(xz), 


ద 
72 ఖే 去 
Jp(1—p) 

n 

Ps న /TC ణా. a， 

n n 了 2 72 


其 中 ,x 是 标准 正 态 分布 的 上 二 分 位 点 . 因为 在 区 间 两 端 含有 未 知 参数 p, 故 在 实际 应 用 中 ， 


于 是 当 呈 充分 大 时 ,有 忆 j 一 幸 二 


中 a, 也 就 是 


/ ౧ 的 估计 值 p 二 各 代 之 ,得 出 p 的 置信 度 为 (1 一 a) 的 置信 区 间 为 


(e వ py, వ. న. 
77 జే 77 77 శ్‌ 77 

例 7-4-7 某 家 用 化 妆 品 厂 计 划 开 发 一 种 新 型 化 妆 品 ,但 该 厂 长 不 知道 这 种 产品 是 否 符 
合 市 场 需求 ,因此 从 若干 大 商场 的 大 批 顾客 中 ,随机 挑选 了 1000 人 进行 问卷 调查 . 调查 结果 
表明 有 750 人 赞成 这 种 产品 , 求 赞 成 概率 p 的 置信 和 度 为 95% 的 置信 区 间 . 

解 这 里 


pn 750, n= 1000, 


所 以 
L750 _ 
-000 0 
నకి = zo.025 一 1.96， 
计算 得 
(1 各] 
n n 0. 75 6. 25. 
శ 1000 0.014. 


所 以 p 的 95% 的 置信 区 间 为 
(0.75 一 1.96 ౫0. 014.0. 75 + 1. 96 X0.014)， 
即 
(092290 బస, 
2. 大 样本 场合 下 总 体 均值 的 置信 区 间 
设 Xi ,Xs ,…,X， 是 从 总 体 X 中 抽 得 的 一 个 样本 ,由 第 5 章 介绍 的 中 心 极限 定理 可 知 ， 
నాలు 


ఈ0టాన కటల. తం * ల. తత 0౫ P(E ఈ =1- 
7౧౮౮ a/VT 
77 


wa. 上 式 中 జాకి ,到 一 DCX) ,因此 总 体 均值 4 的 置信 度 为 1-4 的 置信 区 间 为 


“E> 
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人 一 = వాల శ. (7.49) 
7 


车 式 (7.4.9) 的 置信 区 间 中 o 未知 , 则 可 用 样本 标准 差 S 代入 . 
例 7-4-8 在 某 个 林 区 ,随机 抽取 120 块 面积 为 1hm? 的 样 地 ,根据 样 地 上 全 面 测量 的 材 
积 资料 求 得 每 公顷 的 平均 出 材 量 为 88ms ,样本 标准 差 ;二 10m , 试 求 每 公顷 出 材 量 的 置信 
度 为 95% 的 置信 区 间 . 
解 ” 设 每 公顷 面积 的 出 材 量 为 X, 由 题 意 知 
77 120,272 88,s 10,1 一 a 0.95， 


z# = zo.05 = 1.96, 
5 10 
x 一 一 1.96X 一 一 一 1.79. 
”wa V120 
故 # 的 置信 区 间 为 
(88 一 1.79,88 十 1.79)， 
即 


(86. 21,89.79). 


习题 74 


1. 产品 的 某 一 指标 六 服从 N (po ), 已 知 o=0.04,p 未 知 . 现 从 这 批 产品 中 抽取 只 
对 该 指标 进行 测定 , 问 需 抽取 容量 ”为 多 大 的 样本 ,才能 以 95% 的 可 靠 性 保证 yy 的 置信 区 
间 长 度 不 大 于 0.01? 

2. 从 一 批 钉子 中 抽取 16 枚 , 测 得 其 长 度 为 (单位 : యి) 

2145 ౨109 2135 2157 2135 212, 213, 2209 215; 212,214. 2100. 223 211» Zid;.211 
设 钉 长 分 布 为 正 态 分 布 , 试 在 下 列 情况 下 求 总 体 期 望 y 的 置信 度 为 90%% 的 置信 区 间 : (1) 已 
ఖ] ౮0. 010; (2)o 为 未 知 . 

3. 生产 一 个 零件 所 需 时 间 ( 单 位 : s)X 服从 N (46౮) ,观察 25 个 零件 的 生产 时 间 , 得 
工 二 5.5,s 二 1.73. 试 求 y 和 o? 的 置信 和 度 为 95% 的 置信 区 间 . 

4. 随机 地 取 某 种 子弹 9 发 做 试验 , 测 得 子弹 速度 的 ;二 11, 设 子弹 速度 服从 正 态 分 布 
NG 只 ) , 求 这 种 子弹 速度 的 标准 差 ౮ 和 方差 o? 的 置信 和 度 为 95% 的 置信 区 间 . 

5. 对 某 农作物 的 两 个 品种 计算 了 8 个 地 区 的 单位 面积 产量 如 下 : 

品种 A: 86, 87, 56, 93, 84, 93, 75, 79 

品种 B: 80, 79, 58, 91, 77, 82, 74, 66 

假定 两 个 品种 的 单位 面积 产量 分 别 服 从 正 态 分 布 , 且 方差 相等 . 试 求 平均 单位 面积 产量 
之 差 置 信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 

6. 一 只 新 的 过 滤器 用 来 替换 旧 的 过 滤器 安装 在 医院 的 空调 上 ,以 减少 空气 中 的 细菌 
数 . 分 别 使 用 新 旧 过 滤器 ,记录 一 周 内 各 天 lms 空气 中 含 的 细菌 菌落 数 ,所 得 数据 如 下 : 


人 概率 论 与 数理 统计 (第 2 版 ) 
旧 的 过 滤器 X 12.8 11.6 032 14.1 9.0 15.9 14.5 
新 的 过 滤器 了 10.1 11.6 12.1 10.3 9.1 15.3 13.0 


设 两 样本 分 别 来 自 总 体 久 ,了 ,上 且 XX~N (px :2),Y 一 NO ,0 ) ,px ,py ,0 均 未 知 ,两 样 
本 相互 独立 . 求 yx 一 pwy 的 置信 度 为 0.9 的 置信 区 间 . 

7. 设 A 和 B 两 批 导 线 是 用 不 同 工 艺 生产 的 , 今 随 机 地 从 每 批 导 线 中 抽取 5 根 测量 电 
阻 ,算得 = 纺 ==1.07X107' , 呈 一 强 一 5. 3X10-5, 若 A 批 导 线 的 电阻 服从 NGa ,of),B 批 
导线 的 电阻 服从 N (yw 600) , 求 of /G3 的 置信 度 为 90%% 的 置信 区 间 . 

8. 为 了 研究 我 国 所 生产 的 真丝 被 面 的 销路 ,在 某 市 举办 的 我 国 纺织 品 展销 会 上 ,对 
1000 名 成 人 进行 调查 ,得 知 其 中 有 600 人 喜欢 这 种 产品 , 试 以 0. 95 为 置信 度 确定 该 市 成 年 
人 中 喜欢 此 产品 的 概率 的 置信 区 间 . 


假设 检验 


工程 技术 人 员 在 处 理 实际 问题 时 ,往往 需要 根据 采集 到 的 一 组 实验 数据 来 做 决策 . 例如 
工程 师 需 要 根据 一 组 样本 数据 来 推断 两 种 数控 机 床 加 工 的 零件 精度 是 否 存 在 差异 . 这 种 情 
况 下 ,很 多 时 候 是 根据 得 到 的 数据 对 总 体 的 某 种 假设 或 猜测 的 真 伪作 推断 . 也 就 是 对 总 体 作 
一 次 抽样 ,利用 抽样 结果 对 总 体 的 某 种 假设 真 伪 做 出 推断 . 它 是 统计 推断 的 另 一 部 分 重要 内 
容 一 一 假设 检验 . 假设 检验 应 用 广泛 ,内 容 丰 富 . 限于 篇 幅 , 本 章 主 要 介绍 关于 正 态 总 体 参数 
假设 的 显著 性 检验 ,并 通过 0-1 总 体 参 数 假设 的 大 样本 检验 ,简要 地 介绍 非 正 态 总 体 参数 假 
设 的 大 样本 检验 思想 以 及 非 参 数 假设 检验 . 


8.1 假设 检验 的 基本 概念 


8.1.1 假设 检验 的 问题 


在 解决 一 些 实际 问题 时 ,有 时 通过 对 事物 的 了 解 , 能 够 对 所 研究 事物 总 体 的 未 知 特征 作 
出 猜测 性 论断 ,这 种 论断 称 为 统计 假设 . 例如 * 某 种 型 号 的 电子 元 件 的 平均 使 用 寿命 至 少 是 
6000h”“ 某 新 型 数控 机 床 生 产 的 零件 精度 有 显著 提高 “* 某 网 站 在 每 天 某 段 时 间 内 访问 的 次 
数 服从 泊 松 分 布 “ 某 个 地 区 4 一 5 岁 男 童 的 身高 服从 正 态 分 布 ”, 等 等 ,它们 都 是 统计 假设 . 
对 特定 总 体 所 做 的 假设 究竟 是 真 还 是 假 ,需要 作 检 验 . 若 对 总 体 分 布 的 未 知 参 数 或 某 个 数字 
特征 提出 的 假设 进行 检验 , 则 称 为 参数 假设 检验 ; 若 对 总 体 的 分 布 提出 假设 进行 检验 , 则 称 
为 非 参 数 假设 检验 . 假设 检验 就 是 根据 从 总 体 中 抽取 的 样本 ,用 统计 方法 检验 所 提出 的 假设 
是 否 合理 ,从 而 作出 接受 或 拒绝 这 一 假设 的 决定 . 下 面 通过 例子 说 明 假 设 检验 方法 与 思想 . 

例 8-1-1 某 园艺 厂商 生产 花园 栅栏 ,其 高 度 的 方差 为 2 二 1. 21, 从 一 批 栅栏 中 随机 抽 
取 6 件 , 得 高 度数 据 ( 单 位 : యి): 32. 56,29. 66,31. 64.30. 00.21. 87.31. 0. 设 栅栏 高 度 服 
从 正 态 分 布 , 问 这 批 产品 的 平均 高 度 能 否认 为 是 30cm? 

分 析 : 设 X 为 栅栏 高 度 , 则 X~N(xso), 要 检验 的 就 是 总 体 X 的 均值 是 否 为 
32. 50cm. 为 此 作 两 个 相互 对 立 的 统计 假设 : 

Ho: p= po = 30; Hi: pA po. 

显然 要 根据 抽出 的 样本 ,做 出 是 接受 再, ,还 是 拒绝 గ 接受 Hi 的 决策 . 

由 于 要 检验 的 是 关于 总 体 均值 y 的 假设 ,自然 想到 利用 样本 均值 入 ,将 X 标准 化 得 
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= 二 

U శ్‌ (కకం 10 

కా 为 真 时 ,p=pwo ఎడల *=6.లా1. 1. [కల 中 不 含有 未 知 参 数 ,是 一 个 统计 量 , 且 
వాడు (0.1). 

oa/ Vn 
又 当 గ 为 真 时 ,是 jo 的 无 偏 估计 ,下 的 观察 值 应 较 集中 地 落 在 yo 附近 ,相应 U 的 观察 
值 应 较 集中 地 落 在 0 点 附近 ,而 落 在 偏离 0 点 较 远 的 两 侧 机 会 较 小 , 即 |U| = | 的 观 
察 值 偏离 0 较 大 的 机 会 较 小 ; 另 一 方面 , 若 H 不 成 立 ,Hi 为 真 , 即 真 值 46 ,从 而 |U| = 
వా 的 观察 值 偏离 0 比较 大 的 可 能 性 较 大 . 根据 上 述 分 析 , 当 గ 为 真 时 , |U| 的 观察 
值 较 大 是 一 个 小 概率 事件 . 现在 指定 小 概率 a, 在 రు 为 真 时 ,使 得 事件 W = 

లాటి 
{v= ౮ > 人 发 生 的 概率 为 ", 即 
KX— yo 
Pu, (W) Pn, {Ul | A | i 


(Pn,{，}) 表 示 当 గ 为 真 时 ,事件 {，} 发 生 的 概率 ) 
由 标准 正 态 分 布 的 对 称 性 得 到 


k= zs， 
这 里 :4 是 标准 正 态 分 布 的 上 所 分 位 点 ,也 就 是 有 
వాటి ల్‌ 
Pa |1౮|= > ey 
这 样 当 H 为 真 时 ,我 们 找到 一 个 小 概率 事件 Il= . | “小 概率 事件 在 一 次 
న పటల కన? 车 UU 的 观察 值 使 得 
తాటి 
14] = న (మేలి! 


成 立 ,这 表明 一 次 试验 中 小 概率 事件 竞 然 发 生 了 ,我 们 就 有 理由 怀疑 H。 的 真实 性 ,从 而 做 
出 拒绝 H。 接受 Hi 的 决策 . 如 果 ౮ 的 观察 值 未 能 使 得 |4 | 二 zs , 则 小 概率 事件 没有 发 
生 , 这 表明 我 们 没有 找到 拒绝 瓦 。 的 理由 ,只 得 做 出 接受 有 H, 的 决策 . 

对 于 本 例 , 若 取 a 二 0.05, 查 表 求 得 న తు 46 ,又 


n 二 6,0 二 1.1, 此 时 UU 的 观察 值 w 使 |v| = 三 1. 2 二 1. 96, 于 是 接受 有 , ,认为 栅栏 高 


度 的 均值 w 一 和 一 30， న ను! 30cm. 
解决 上 述 问 题 的 做 法 是 : 由 题 意 作 统计 假设 60 与 H。 的 对 立 面 ౯ (౯ 的 逆 事 件 ) , 选 


取 适 当 的 统计 量 U2 HH, 为 真 时 ,由 的 分 布 ,直观 合理 地 寻找 一 个 小 概率 事件 
౮ n 


< 
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= 
_ |X-w%|.. 
w- {vol- కట్ట వాఖ్య. (8.1.3) 
车 UU 的 观察 值 x 使 W 发生 ,拒绝 ఈ. ౯,202 ౧. 143 


为 了 方便 起 见 , 以 后 我 们 称 H。 为 原 假设 ,Hi 为 备 择 假 设 或 对 立 假设 , 作 检 验 时 所 使 用 
的 统计 量 称 检验 统计 量 . 如 式 (8. 1. 1) ,用 它 来 检验 原 假设 肛 ,, 它 是 检验 统计 量 . 当 检验 统 


తాత 


计量 的 观察 人 满足 式 (8. 1 బలల Ew=| |౮|= ల్‌ 
W 称 为 拒绝 域 . 

在 上 述 例子 中 ,我 们 先 给 定 一 个 小 的 数 a(0 二 a 二 1) ,再 由 检验 统计 量 的 分 布 确定 拒绝 
域 (8. 1. 3) ,其 中 a 被 称 为 检验 的 显著 性 水 平 , 当 గృ 被 拒绝 时 ,我 们 就 说 在 显著 性 水 平 a 下 
与 po。 有 显著 差异 .用 上 述 检验 方法 ,最 后 得 到 的 结论 可 靠 吗 ? 下 面 我 们 讨论 假设 检验 的 
两 类 错误 . 


8.1.2 假设 检验 的 两 类 错误 


在 上 述 检验 过 程 中 ,确定 了 拒绝 域 后 ,由 取得 的 样本 得 到 统计 量 的 观察 值 , 当 观 察 值 落 
入 拒绝 域内 就 拒绝 గ ౧ 否则 ,就 接受 గం. 但 由 于 样本 取 值 的 随机 性 , 当 గం 为 真 
时 ,统计 量 的 观察 值 也 会 落 入 拒绝 域 ,这 将 导致 我 们 做 出 拒绝 Ho 的 错误 决策 ,这 种 错误 称 
为 第 一 类 错误 .在 例 8-1-1 中 , 当 Ho 为 真 时 ,U 的 观察 值 x 落 入 拒绝 域 W 的 概率 应 为 a. 一 
般 地 ,用 上 述 方法 作 检 验 , 犯 第 一 类 错误 的 概率 就 是 检验 的 显著 性 水 平 a, 即 

P{ 犯 第 一 类 错误 }= P{ 拒 绝 గ | Ho 为 真 }== a. (8.1.4) 

另 一 方面 , 当 Ho 不 真 时 ,检验 统计 量 的 观察 值 反 而 没有 落 入 拒绝 域 ,此 时 会 导致 我 们 

作出 接受 瓦 。 的 错误 决策 ,这 种 错误 称 为 第 二 类 错误 . 犯 第 二 类 错误 的 概率 常 记 为 B, 即 
P{ 犯 第 二 类 错误 } = P{ 接 受 H。| Ho 为 不 真 }= 4 

由 上 述 分 析 可 知 , 在 假设 检验 中 , 犯 两 类 错误 是 不 可 避免 的 . 我们 当然 希望 它们 出 现 的 
概率 a 与 8 都 很 小 ,但 研究 发 现 : 当 样 本 容量 n 取 定 时 ,车 减 小 a 则 必 增 大 B, 反 之 亦 然 . 只 
有 增加 样本 容量 za 与 8 才能 同时 减 小 . 显然 样本 容量 n 不 能 无 休止 地 增 大 ,这 样 a 与 8 也 
不 能 同时 无 限 减 小 .我 们 把 只 考虑 控制 犯 第 一 类 错误 的 概率 ,而 不 考虑 犯 第 二 类 错误 概率 的 
检验 法 则 称 为 显著 性 检验 . 本 书 只 介绍 这 种 检验 ,为 了 查 表 方便 ,显著 性 水 平 a 通常 取 0. 1. 
0.05,0.01,0.005,0. 001 等 . 

在 显著 性 假设 检验 中 ,事先 选 定 显著 性 水 平 a, 先 假定 原 假设 媚 。 成 立 ,然后 利用 小 概率 
( 即 w) 事 件 在 一 次 试验 中 几乎 不 可 能 发 生 的 原理 进行 推理 . 如 果 该 小 概率 事件 在 一 次 抽样 
中 发 生 了 ,推出 矛盾 ,我 们 就 拒绝 原 假设 గ ,接受 Hi, 即 认为 FH 不 成 立 , Hi 成 立 . 根据 
式 (8.1.4) 可 知 ,这 时 我 们 可 能 犯错 误 的 概率 就 是 很 小 的 a, 可 以 说 原 假设 是 显著 的 不 成 立 . 
所 以 这 种 检验 称 为 显著 性 检验 ,a 称 为 显著 性 水 平 . 若 上 述 小 概率 事件 在 一 次 抽样 中 没有 发 
生 , 这 时 没有 找到 拒绝 0 的 理由 ,我 们 只 得 认为 H。 成 立 . 但 这 并 不 是 说 万 。 就 一 定 成 立 ， 
因为 这 时 还 可 能 犯 第 二 类 错误 , 它 的 概率 是 8.8 有 可 能 很 大 . 

由 上 述 分 析 可 知 ,在 显著 性 假设 检验 中 ,拒绝 厅 , 接受 Hi 是 理直气壮 ,接受 HH。 是 无 可 
奈何 .也 正 因为 如 此 ,在 作 这 种 检验 时 ,提出 什么 样 的 断言 是 原 假设 与 什么 样 的 断言 是 备 择 
假设 就 显得 比较 重要 了 . 


> 二 | ,我们 就 拒绝 Ho. 区 域 


多 妥 概率 论 与 数理 统计 (第 2 版 ) 
అయ యా 


144 


选择 原 假设 0 与 备 择 假设 Hi 的 一 般 策 略 是 : 使 得 后 果 严 重 的 错误 成 为 第 一 类 错误 ; 
如 果 在 两 类 错误 中 ,没有 一 类 错误 的 后 果 更 严重 需要 避免 时 ,常常 把 有 把 握 、 有 经 验 的 结论 
作为 原 假设 6 ,把 有 怀疑 ,想得到 证 实 的 结论 作为 备 择 假设 Hi. 在 实际 问题 中 ,一 般 把 需 
要 检验 的 命题 或 者 根据 问题 的 性 质 直 观 上 认为 可 能 成 立 的 命题 作为 备 择 假设 H'. 


8.1.3 ”假设 检验 的 基本 步 又 


由 上 述 分 析 , 可 以 得 到 作 显著 性 假设 检验 的 一 般 步 骤 : 

(1) 根据 已 知 条 件 和 问题 的 要 求 提出 原 假 设 6 与 备 择 假设 HF ; 

(2) 确定 检验 统计 量 , 并 在 Ho 成 立 的 条 件 下 ,给 出 检验 统计 量 的 分 布 ,要 求 其 分 布 不 
依赖 于 任何 未 知 参数 ; 

(3) 确定 拒绝 域 ,由 检验 统计 量 的 分 布 和 事先 给 定 的 显著 性 水 平 , 分 析 备 择 假设 万 , , 直 
观 合理 地 确定 拒绝 域 ; 

(4) 作 一 次 具体 的 抽样 ,根据 样本 值 计算 检验 统计 量 的 观察 值 ,判定 它 是 否 属于 拒绝 
域 ,从 而 作出 拒绝 或 接受 0 的 决策 . 


习题 8-1 


1. 假设 检验 所 依据 的 原则 是 在 一 次 试验 中 是 不 该 发 生 的 . 

2. 在 一 个 假设 检验 问题 中 ,说 明 犯 第 一 类 错误 和 犯 第 二 类 错误 的 区 别 . 

3. 在 一 个 假设 检验 问题 中 ,如 何 确 定 原 假设 600 与 备 择 假设 Hi? 

4. 假设 检验 问题 中 ,在 显著 性 水 平 0.01 下 ,一 次 抽样 检验 结果 接受 原 假设 ,在 显著 性 
水 平 0.05 下 ,上 述 抽样 结果 是 否 还 保证 接受 原 假设 ? 

5, 你 能 分 析 一 下 假设 检验 与 区 间 估 计 的 联系 和 差别 吗 ? 


8.2 正 态 总 体 的 假设 检验 


8.1 节 介 绍 了 假设 检验 的 基本 概念 与 检验 方法 ,本 节 我 们 利用 这 套 方法 对 正 态 总 体 中 
的 未 知 参 数 进行 检验 . 


8.2.1 单一 正 态 总 体 数 学 期 望 A 的 假设 检验 
1. 已 知 o = 时 ,4 的 假设 检验 


设 总 体 X 一 NGCp,o2) ,已 知 到 一 四 必 未 知 ,Xi ,Xe ,…,X。 是 来 自 总 体 X 的 样本 . 
(1) 4 的 双边 检验 
在 总 体 上 作假 设 : 
Ho: 一/m( 已 知 ); Hi: pF pu. 
检验 总 体 的 均值 ,使 用 jy 的 无 偏 估计 量 X ,将 X 标 准 化 ,得 到 检验 统计 量 


村 二 
= వాడీ (8.21) 
go/ Vn 


శూ 
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车 HH, 为 真 , 则 


న్‌ు 


不 三 名 一 N(0,1)， 


6/౪7 . 
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现 由 UU 的 分 布 寻求 一 个 在 原 假设 成 立时 的 小 概率 事件 , 即 拒绝 域 . 根据 标准 正 态 分 布 的 特 = 
点 可 知 ,U 的 取 值 主要 集中 在 0 点 附近 ,偏离 0 点 较 远 的 两 侧 是 小 概率 事件 , 设 显著 性 水 平 

为 a, 令 


_ pl|X— 
P{|IU|>&} = 中 | ల్‌ > 二- 
得 到 
k= zs. 
这 里 =z 和 是 标准 正 态 分 布 的 上 全 分 位 点 ， 可 以 查 表 求 得 . 所 以 拒绝 域 
(|1౮|౫ జ). 


将 样本 观察 值 zl 220% 和 2. 1) , 求 出 ౮ 的 观察 值 x, 当 wxE 克 时 , 则 在 显著 性 水 
平 a 下 ,拒绝 గ Hi) ,否则 接受 Ho (拒绝 6). 
在 上 述 假 设 下 , Ho。 的 拒绝 域 W={|U| 宇 z3}==( 一 ,一 z#3]U[zs ,十 co), 它 在 数 轴 
上 处 于 接受 域 环 = (一 ,zs ) 的 左右 两 边 ,具有 这 样 特点 的 检验 称 作 双边 检验 . 
(2) 4 的 单 边 检验 
这 是 在 正 态 总 体 中 检验 : 
Ho: ppo( 或 jy 二 jo); 万 :7 二 mm( 或 六 三 Am). 
考虑 统计 量 
టం 
oo/ Vn 
注意 : 由 于 7 的 真 值 ( 设 为 ya) 不 一 定 等 于 jo, 即使 గ 为 真 , 这 里 U 也 不 能 肯定 服从 
N(0,1) ,这 时 不 好 直接 利用 ౮ 确定 拒绝 域 . 
为 了 确定 拒绝 域 W, 先 设 显著 性 水 平 为 a、 
Pp,(W) = P{ 拒 绝 ఈ | Ho 为 真 } 二 P{ 接 受 Hi | Ho 为 真 } 过 a. 
若 接受 Hi ,w 的 真 值 ji 记 pw. 又 是 p 的 无 偏 估计 ,X 的 观察 值 落 在 yo 附近 ,导致 U 的 观 
察 值 有 偏 大 的 倾向 ,因而 拒绝 域 W 的 形式 可 设 为 
U= X—p ~. 


U= 


oo/ ౪7 
Pa, (W) = Pn, {U 4 = pa fo వా లజ. 
౮, 
如 何 确定 上 式 中 的 &? 
当 媚 。 为 真 时 ， 
మాటి ~_ N(0,1), 
go/ Vn 3 
考虑 


于 > ఇ) = a,( 这 里 ఇ 是 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 位 点 ) 


E> 
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又 
Xm Xp, 
oo/ oo/ Nm 
所 以 
మూడు > , మడులు 
(టీ -|S | ౧జీ 小 
Xp ల చాట ల 
నా. js న -|= 
由 此 确定 拒绝 域 


根据 抽样 结果 算出 U 的 观察 值 u, 当 wEW 时 , 则 在 显著 性 水 平 a 下 ,拒绝 有 H, (接受 Hi), 否 
则 接受 Ho (拒绝 ౧). 


若 检验 
Ho: పాటం (తోట పాటం Hi: py 二 pw( 或 pp 过 po). 
仍 考 虑 统计 量 
和 一 和 
和 三 一 
Go/ Vn 


用 完全 类 似 的 方法 得 到 : 在 显著 性 水 平 a 下 的 拒绝 域 W={U< 一 z。}. 

上 述 两 种 假设 下 ,检验 的 拒绝 域 在 数 轴 上 位 于 接受 域 更 的 右边 (或 左边 ), 具 有 这 样 特 
点 的 检验 称 作 单 边 检验 . 正 态 总 体 中 ,oe? 已 知 ,均值 w 的 检验 使 用 的 统计 量 都 是 U, 这 种 检验 
通常 也 称 作 检验 . 


2. 当 未 知 ,数学 期 望 A 的 假设 检验 


(1) py 的 双边 检验 
这 里 
Ho: p=po; Hi: pA pu. 
检验 总 体 的 均值 , 仍 使 用 jy 的 无 偏 估 计量 X ,由 于 总 体 方差 ల 未 知 ,用 样本 标准 差 S 代替 
式 (8.2.1) 中 的 m ,得 到 检验 统计 量 


若 గం 为 真 , 则 


类 似 于 本 节 1 中 的 推导 ,可 得 到 在 显著 性 水 平 a 下 ,拒绝 域 W 为 
W= {|T|24 x D)}. 


这 里 n 为 样本 容量 ,1 (n 一 1) 是 自 由 度 为 n 一 1 的 1 分 布 的 上 仿 分 位 点 . 


> 
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(2) w 的 单 边 检测 
这 里 
Ho: ppo( 或 jy 二 po); Hi: p> pu( 或 p 之 pu). 147 
同样 设 检验 统计 量 为 
చాట 
5/47" 


这 时 只 要 将 上 面 1(2) 情 形 的 检验 统计 量 表达 式 中 的 oo 替换 成 S, 检 验 统计 量 服从 标准 
正 态 分 布 蔡 换 成 现在 的 自由 度 为 一 1 的 :分 布 ,几乎 可 以 逐 字 逐 句 套用 前 面 的 方法 推导 
出 : 在 显著 性 水 平 a 下 ,拒绝 域 W 为 

W= {Tin 10). 

这 里 4。(n 一 1) 是 自由 度 为 n 一 1 的 4 分 布 的 上 a 分 位 点 .详细 推导 过 程 留 作 练习 . 

根据 抽样 的 样本 值 算出 工 的 观察 值 1, 当 4EW 时 , 则 在 水 平 a 下 ,拒绝 及 , (接受 ౧1). 
否则 接受 H。. 

用 类 似 的 方法 得 到 显著 性 水 平 a 下 检验 

Ho: /三 1( 或 六 二 Am); Hi: py 二 pw( 或 过 po). 


检验 统计 量 为 
学 一 Apo 
S/n 
拒绝 域 W 为 


W= {T<—i(n— 1))}. 
由 上 述 讨 论 可 知 ,对 于 单一 正 态 总 体 ,o? 未 知 ,均值 w 的 检验 使 用 的 统计 量 都 是 工 ,服从 
/分 布 ,这 种 检验 通常 也 称 作 :检验 . 
归纳 以 上 结果 , 列 于 表 8-1. 


表 8-1 单一 正 态 总 体 期 望 4 的 假设 检验 


已 知 呈 一 中 时 到 未 知 时 
类 别 H。 Hi 
检验 统计 量 拒绝 域 W 检验 统计 量 拒绝 域 W 
2 ed IU|> [Tt a—D 
చాటి X—po 
单 边 | <p నరా 6/42. లల S/n |T>in—D) 
检验 | ”pm <p U<—z, 7₹కా4 (7-1 


例 8-2-1 为 了 提高 产量 , 某 工厂 采用 新 工艺 生产 某 种 齿轮 ,现在 从 产品 中 随机 地 抽取 
10 个 , 测 得 直径 为 (单位 : mm) : 
60,57,58,65,70,63,56,61,50,58 
已 知 原 齿轮 直径 的 均值 为 65mm, 且 直径 长 度 服从 正 态 分 布 , 问 采用 新 工艺 后 的 产品 与 原来 
的 产品 有 无 显著 差异 ? (a 二 0.05) 
解 用 X 表 示 采 用 新 工艺 生产 齿轮 的 直径 ,由 已 知 X 一 NGx,o) ,为 了 检验 采用 新 工艺 
后 的 产品 与 原来 的 产品 有 无 显著 差异 , 作 如 下 假设 : 
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Ho:p=65; Hi:p A 65. 
检验 正 态 总 体 的 均值 假设 ,o 未 知 ,使 用 检验 统计 量 న... 1 检验 ,由 ౧ 的 形 
n 
式 ,确定 拒绝 域 
W= {| (nC—1)}, 


a 二 0.05,n 二 10, 查 表 求 得 to.0zs (9)= 二 2.2622, 从 而 拒绝 域 W=1{ |1| 宇 2. 2622). 
由 已 知 样本 观察 值 求 得 


z=59.8, s= 5.45, 
检验 统计 量 观 察 值 的 绝对 值 
|| = పాటు 59.8 一 65 | = 3౩.02౫2. 2622. 
s/ Vn 5.45/ V1i0 


1EW, 因 此 在 a 二 0.05 水 平 下 认为 采用 新 工艺 后 的 产品 与 原来 的 产品 有 显著 差异 . 

例 8-2-2 某 包装 产品 的 质量 X 的 均值 为 1 二 21kg. 更 换 新 包装 后 , 今 从 中 取 30 件 , 测 
得 二 21. 55kg. 假设 产品 的 质量 X 服从 正 态 分 布 N (yo), 且 已 知 o==1.2kg, 问 在 显著 性 
水 平 60.01 下 ,新 包装 比 旧 包装 的 质量 是 否 有 增加 ? 

解 ” 要 检验 新 包装 比 旧 包装 的 质量 是 否 有 增加 ,故而 备 择 假设 取 

有 Hi: ఉపా టి = 21; 原 假设 Ho: కష 21. 
由 于 已 知 , 故 用 U 统计 量 
న కా... ॥ 
oo/ Vn 1.2/Vn 


U 
拒绝 域 为 
W= {UIU>z}= {UI|U> za}= {UIU > 2.33}. 
由 已 知 数据 得 = 二 21. 55 ,一 30, 计 算得 


21.55— 21 
జవ మాడా = 2.5104 > 2.33, 
1.2/ V30 


所 以 在 a 二 0.01 下 ,拒绝 H。: p21, 即 可 认为 新 包装 比 旧 包装 的 质量 有 所 增加 . 


例 8-2-3( 成 对 数据 的 检验 ) 有 甲 、 乙 两 位 检验 员 ,每 次 同时 在 一 条 生产 线 检测 产品 尺 
才 (cm) , 表 8-2 所 示 为 10 次 检验 记录 : 
表 8-2 
క్షి 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
甲 60 57 58 65 70 63 56 61 50 58 
乙 54 67 68 69 70 66 66 70 65 65 


设 各 对 数据 的 差 x; 二 zx; 一 y; 来 自 正 态 总 体 , 问 这 两 位 检验 员 的 检验 结果 之 间 是 否 有 显 
著 差 异 ? (a 二 0.01) 
解 设 甲乙 两 位 检验 员 对 同一 对 象 的 化 验 结 果 分 别 为 X,Y, 由 已 知 
Z=X—Y~ No), 
由 题 意 ,检验 假设 : 


Ho:p=0; Hi:pA0. 
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检验 正 态 总 体 的 均值 假设 ,o 未 知 ,使 用 检验 统计 量 


一 人 和 一 和 
5/౪2" 149 
త్‌ో 为 真 时 ， 
Trg = Ls 
双边 检验 ,拒绝 域 


W= {|T|>4 (7—1)}, 
a=0.01, n=10, ౧.04 (9) 一 3.2498， 
经 计算 z= 一 6.2,s==6.07,p 二 0, 样 本 观察 值 
2 
6.07/ Vi0 
|t|=3.2498, 1:¢ W, 
接受 有 H,, 即 在 显著 性 水 平 60.01 下 ,这 两 位 检验 员 的 检验 结果 之 间 没 有 显著 差异 . 


8.2.2 单一 正 态 总 体 方差 g? 的 假设 检验 
设 总 体 రాగో) లో 未 知 ,Xi ,Xs，…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 . 


二 一 3.23， 


1. 已 知 k =po 时 ,ww 的 假设 检验 


(1) o 的 双边 检验 
这 时 
కంలో వాట్ట Hi కకత 


若 有, 为 真 ,随机 变量 函数 


ఛా (౫-40 
స =. న. 
所 以 设 检 验 统计 量 


>) టల. 
గ = పాం నీట. 


oo 


若 H, 成 立 , 由 于 జ్‌ (Xi 一 jo)* 是 的 无 偏 佑 计 , 样 本 容量 n 一 定时 , 0 = 
i=1 


DD 
三 一 一 一 一 应 该 体现 出 偏 大 或 偏 小 趋势 , 故 拒绝 域 W 的 形式 为 


oo 
XZ<h 和 Xk. 
设 显著 性 水 平 为 a, 令 
Pn, (W) = P{X <h}+PX పాశ) =a, 
确定 和 ks: 为 了 使 犯 第 二 类 错误 的 概率 尽 可 能 小 , 且 计 算 又 方便 , 常 取 Ai ,As 使 


P{X <h} = PX >h} = 他， 


> 
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由 X 分 布 上 分 位 点 的 定义 容易 得 
ka =X kh = Xs(n), 
150 ”所 以 拒绝 域 是 
W= {XX <Xs0D}U {0}. 
(2) ౮ 的 单 边 检验 


这 里 
了 :到 扩展 (或 到 二 下) మతంలో ాత(త్యోలో పాణీ). 
同样 设 检验 统计 量 为 
N 
> (ip) 
i తమకే 
x వవ్‌ ఖా 


చ. 
W = {Xx X00}. 


同样 ,在 显著 性 水 平 a 下 检验 
Ho: 宇 %( 或 BB); 而 :于 一 四 (或 天 过 机). 
仍 取 检 验 统计 量 
六 లాట 
六 = 后， 
得 到 拒绝 域 


W= {x కన (0). 
2. w 未知 时 ,o 的 假设 检验 
(1) oz 的 双边 检验 
检验 


若 Ho 为 真 ,随机 变量 函数 


XY (n— US 
i=1 జ తా టో 
జె క్‌ శ కాక 
这 里 取 检 验 统计 量 
2 
జి = నకి ణా. 


样本 容量 ”一 定时 ,考察 时 的 大 小 . 由 于 రా తం 的 无 偏 估计 ,在 గ 成 立 下 , 若 生 过 大 或 过 
于 接近 0, 则 说 明 号 偏离 四 较 大 ,有 理由 拒绝 H, ,拒绝 域 W 的 形式 为 
సేక్షడి 和 光宇. 
设 显著 性 水 平 为 w, 令 
Pn, (W) = P{X కశ) +9(0 పాత) = 4 
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为 了 使 检验 法 最 优 , 且 计算 又 方便 , 常 取 & ,ks 使 


P{X <h} = PX hk} 一 全， 
151 
由 多 分 布 上 分 位 点 的 定义 容易 得 


శ = గేయం శి = నటట, 


所 以 拒绝 域 是 
7 = {XX DU {Xn D}. 
(2) 的 单 边 检验 


这 时 检验 
Ho: రో కలో(ర్తోరో యయ); గర్నో;లోాయీ(త్తోలో పాయి. 
设 检验 统计 量 为 
నా ఓన్లీ )S” 
在 显著 性 水 平 a 下 能 够 得 到 拒绝 域 
W= {Xx Xn 10). 
在 显著 性 水 平 a 下 检验 
గేం రో పాలో(త(ోరో వాయి; 吾 :天 一 于 (或 到 入 下). 
仍 取 检 验 统计 量 
న (一 1 )S- ， 
ర 
得 到 拒绝 域 


W= {XxX <X.n— DD)}. 
由 上 述 讨 论 可 知 ,对 于 单一 正 态 总 体 ,方差 # 假设 检验 使 用 的 统计 量 都 服从 X 分布， 
这 种 检验 通常 也 称 作 X 检验 . 
表 8-3 列 出 了 在 各 种 情况 下 ,单一 正 态 总 体 方差 假设 检验 的 统计 量 和 拒绝 域 , 其 中 
为 样本 容量 ,S: 为 样本 方差 . 
表 8-3 单一 正 态 总 体 方差 ౮ 的 假设 检验 


已 知 pw 一 Am 未知 
类 别 了 Hi 
检验 统计 量 拒绝 域 W 检验 统计 量 拒绝 域 W 
X 2% XX (౧-1 
着 | ed | zo స Si 
验 శై | Xx, XX (1 
, 2) ము? -Ds ర్త 
వా ప భా ల గాలా 
స్ట రో పాం F< XX ,0 XX (1) 
例 8-2-4 某 厂 生产 的 某 种 零件 ,其 质量 长 期 以 来 服从 方差 到 一 30 的 正 态 分 布 , 现 有 一 
批 这 种 零件 ,从 它 的 生产 情况 来 看 ,质量 出 现 了 一 些 波动 . 现 随机 取 26 只 ,得 到 样本 方差 


ఇ 
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二 60. 问 能 和 否 推断 这 批零 件 的 质量 波动 性 较 以 往 有 显著 变化 ? 即 检验 
Ho:r =30; Hi:e #30.(a= 0.02 
a 解 这 里 要 检验 
Ho:o = 30; Hi:0 #30. 
检验 正 态 总 体 方差 ,用 x 检验 ,总 体 均值 未 知 ,检验 统计 量 


= (నినో ౧-1. 双边 
ర్‌ 


二 {多 宇 竹 (n 一 1) 或 XX 之 Xi (n 一 1)}， 
n= 26, a= 0.02, W= {x 之 44. 314 或 光志 hss 


样本 方差 ==60,0? 二 30, 检 验 统计 量 的 观察 值 
站 人 = 50> 44, 


由 于 光 EW, 所 以 拒绝 H。, 即 在 a 二 0.02 水 平 下 认为 这 批 电 池 质量 的 波动 性 较 以 往 的 有 显 
著 变 化 . 
8.2.3 两 个 正 态 总 体 数学 期 望 的 假设 检验 


设 两 总 体 X 一 NGa ai),Y 一 NG ,@) ,并 且 X,Y 相互 独立 ,Si,S; 分 别 为 它们 的 样本 
方差 ,m ,ns 分 别 为 样本 容量 , 表 8-4 列 出 了 在 各 种 情况 下 ,两 正 态 总 体 数 学 期 望 假设 检验 


的 统计 量 和 拒绝 域 . 

表 8-4 两 个 正 态 总 体 均值 比较 的 假设 检验 

已 知 中 ,3 中 ,有 G 未 知 ,但 f= 二 0 

类 别 H, H 

检验 统计 量 拒绝 域 W 检验 统计 量 拒绝 域 W 
滩地 站 一 ja | 和 天 /ee IU|>*s |T|2ts m+n, —2) 
检验 “村 一 全 

T= 
5 /31 

单 边 Mp =. U>z, “Nm n | Tm+t+n—2) 
检验 ps | np U 委 一 z。 T 委 一 上 (ma 十 zz 一 2) 


表 8-4 中 各 个 拒绝 域 的 推导 过 程 都 完全 类 似 ,作为 例子 ,下 面 推 导 当 of ,oi 未 知 ,但 
౮1లో 时 ,两 总 体 期 望 单 边 检 验 的 拒绝 域 . 
Ho: pp; Hi: pm పాటం 
原 假定 ౧ 是 比较 两 正 态 总 体 均值 的 大 小 ,考虑 用 两 正 态 总 体 样本 均值 的 差 一 了 ,已 知 与 
之 相关 的 随机 变量 的 函数 
eh es (一 各) 
నొ 上 本 本 
12 722 


但 式 中 Am 与 wa 未 知 , 不 能 用 作 检 测 统计 量 , 现 在 设 统计 量 


一 ta 十 ?zz 一 2)， 


we 
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s。 厅 二 క్‌ 
由 于 రు పాలి ఎర వరల డల 和 jps 的 无 偏 估计 量 , 故 而 拒绝 域 W 的 形式 应 体现 出 
(XX 一 妨 偏 大 ,所 以 设 W 形式 为 : Tk. 

由 于 了 的 精确 分 布 算 不 出 来 ,所 以 我 们 再 设 


153 


m nz 


సాలే చాయా తు EN 
s. నా 
nl 722 
设 显 著 性 水 平 为 c, 令 
P{ 人 人 从 一 
得 到 


నయా (mi 二 i CO — 2) 。 
由 于 యట ,得 TT ,所 以 
{TEC{T జట, PIT>RK}SPIT పాట), 
此 时 成 立 不 等 式 
P{TZ2um+t+n m2)} క్త (2 26m+n m2))}=a, 
由 此 确定 拒绝 域 
Wo= {Tm 十 za 一 2)). 
例 8-2-5 设 甲乙 两 种 零件 彼此 可 以 替代 ,但 乙 种 零件 比 甲 种 零件 制造 简单 ,造价 也 
低 , 经 试验 获得 它们 的 抗 拉 强 度 分 别 为 (单位 : kg/cm?): 
甲 : 32.56 29.66 31.64 30 31.87 31.03 
乙 : 32.40 31.37 31.12 31.34 28.88 30.56 29.88 27.53 
假定 两 种 零件 的 抗 拉 强度 都 服从 正 态 分 布 且 方 差 相 等 . 问 甲 种 零件 的 抗 拉 强度 是 否 比 
乙 种 零件 高 ? (a 二 0.05) 
解 ” 设 甲乙 两 种 零件 的 抗 拉 强度 分 别 为 X 和 YY, 则 有 
X~ No), Y ~ Np ల). 
由 题 意 作假 设 
Ho :AI1 ps Hi :Al మా jp. 
由 于 两 正 态 分 布 的 总 体 方差 未 知 ,但 相等 ,使 用 统计 量 


他 
క్‌ /++i 
72] 7/2 
其 中 
/DSS 二 DSS 
శ నాటీ “ 
单 边 检验 ,拒绝 域 


W= {hm 十 加 一 2)}， 
其 中 兽王 6 二 8,a 一 0.05, 所 以 
1 = (2 వాం (మి = 1 7823). 


> 
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由 样本 观察 值 求 得 样本 均值 7 = 二 31. 13,Si 王 1. 26,y 王 30. 39,S 一 2. 46 , 则 
_ /5x1.26+7X2.46 、 
时 三 人 1. 399. 


(== -3.13—30.39 = 0.9817 一 1.7823 ¢ W, 


1. 399 呈 十 于 
所 以 接受 H,, 即 在 a 二 0.05 水 平 上 可 认为 甲 种 零件 的 抗 拉 强度 比 乙 种 零件 无 明显 提高 . 
8.2.4 两 个 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 


设 两 总 体 X 一 Na ,ai),Y 一 NG 6) ,并 且 X,Y 相互 独立 ,Si,S; 分 别 为 它们 的 样本 
方差 ,m ,ns 分 别 为 它们 的 样本 容量 , 表 8-5 列 出 了 在 各 种 情况 下 ,两 个 正 态 总 体 方差 假设 
检验 的 统计 量 和 拒绝 域 . 


统计 量 的 观察 什 


表 8-5 两 个 正 态 总 体 方差 比较 的 假设 检验 


类 | ష్‌ 已 知 4.42 j ,pz 未 知 
0 1 

别 检验 统计 量 拒绝 域 W “| 检验 统计 量 拒绝 域 W 
双 下 >FS (2 22) FFs (m—1,m—1) 
边 

d= | oz ఇ! 1 1 
检 లాలి, జో ॥ 
验 సల్లు టంట | 本 oo Ss | FOIm-D 

= లట F= 
ల] Si 

వ 中 <o | లాటీ LD) రంజు | కదారా mm) ”| Eh -lm 
సనా కః [1 1 
验 | o>o | “< i PEF lm 


表 中 各 个 拒绝 域 的 推导 过 程 都 完全 类 似 , 作 为 例子 ,下 面 推导 当 ma ,ys 未 知 时 ,两 个 总 
体 方差 双边 的 拒绝 域 . 
这 里 检验 


తంలో వత్త: Hd¥d. 
క... 2 与 之 相关 的 随 


机 变量 的 函数 
Si/S? 
61/61 
式 中 有 与 吕 未 知 ,但 在 原 假设 Ho 为 真 时 ,of 二 吕 , 统 计量 
S 


2 
了 一 可 一 Fn 一 1 一 1 


由 于 Si ,S; 分 别 是 |! 的 无 偏 估计 , 当 51 与 S; 的 比值 下 过 大 或 过 于 接近 0 时 ,有 理由 
否定 Ho, 故 拒绝 域 W 的 形式 应 体现 出 下 偏 大 或 偏 小 . 设 W 的 形式 为 
F<h 和 F>k,. 


~Fl(m—1,n—1), 


设 显著 性 水 平 为 a, 令 
P{F<h}+P{F>k) =a, 


< 
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要 确定 和 心 的 值 ,为 了 使 检验 法 最 优 ,并 方便 计算 , 令 
ki = Fem శా 1)s 

则 155 
请 三 天 -Ca 一 1,722 一 1)， 

所 以 拒绝 域 


1 
一 jm 一 1vza 一 人 
W= {FFi(m—1nm—D}U [2 FT 


从 上 表 可 以 看 出 ,在 两 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 中 ,选用 的 统计 量 都 服从 下 分 布 ,这 种 
检验 通常 也 称 作 下 检验 . 

例 8-2-6 从 A,B 两 批 滚珠 中 分 别 随机 抽取 一 些 样品 , 测 得 它们 的 直径 (单位 : mm) 如 
表 8-6 所 示 . 


表 8-6 
A 批 0. 693 0.721 0. 685 0. 672 0. 714 0. 724 
B 批 0. 689 0. 698 0.712 0. 687 0. 615 0. 617 


假定 A,B 两 批 滚珠 的 直径 都 分 别 服 从 正 态 分 布 一 N (pas),Y~N(ps, 品 ) .在 显著 性 水 
平 =0. 10 下 能 否认 为 A,B 两 总 体 服从 相同 的 正 态 分 布 ? 
解 ” 由 于 正 态 分 布 是 由 它 的 两 个 参数 决定 的 ,所 以 本 题 就 是 要 检验 yn 二 js, 及 二 品 是 
否 同 时 成 立 . 
先 检验 假设 
Ho:oA =ob; Hi:oh రసం 
因为 ja ,pa 均值 未 知 ,使 用 检验 统计 量 


下 Su Fl 1 Ly 
= es naA— lns— » 
న్‌ 


双边 检验 ,拒绝 域 为 
W= {F< కశ (2A 一 1，7a 一 10తో ౯ పా బళ (na—l1,ns—1)} 


二 {F< Fo.ss(5,5) 或 FF 之 Fo.os(5,5)} 一 {F< = 0.1980 或 之 5.05). 


5.05 
由 样本 观察 值 求 得 样本 方差 
5% = ర్‌. 86010, s% = 1.082X10™. 
下 的 观察 值 


= S86X 107 
1.082౫10 


因此 在 一 0. 05 水 平 上 可 认为 两 总 体 的 方差 相等 . 
再 检验 两 总 体 的 均值 是 否 相等 . 
作假 设 


一 0.5416 ¢ W. 


Ho :pa 一 Jp; Hi:pa వ్‌ టైం 
由 于 两 正 态 总 体 方差 未 知 ,但 相等 ,使 用 统计 量 
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న క 
251 
”NA ns 
拒绝 域 
三 || m= 
由 样本 观察 值 求 得 样本 均值 
ZzA 一 0.6627， Zs = 0.6377, 
ర్క \ 又 5.86 10ో 于 X1.082X10™ 、0 0289. 
统计 量 的 观察 值 


0.6627 一 0.6377 


(క్‌! 1 
0.0289 77 
所 以 在 a 二 0.10 水 平 上 可 认为 两 总 体 的 均值 相等 . 综 上 所 述 , 可 以 认为 A,B 两 总 体 服从 相 
同 的 正 态 分 布 . 
思考 题 : 本 题 能 否 先 检验 两 总 体 的 期 望 ? 


|| = 


一 1.6195 ¢ W. 


习题 8-2 
౩. 法 . 
2. 对 正 态 总 体 మార (6౮6) (464) 110 ౮ 进行 检验 时 ,检验 统计 量 服从 


3. 设 总 体 久 一 N (p06 ), 当 到 已 知 时 ,Ho:p=0 的 拒绝 域 为 
4. 设 总 体 匀 一 N (jw0 ) ,po 均 为 未 知 参数 ,从 该 总 体 中 取 一 容量 为 n 的 样本 ， ,样本 二 
值 为 XX, 样 本 方差 为 S: , 则 在 显著 性 水 平 a 下 ,检验 假设 
Ho:py=po; Hi:p@A po 
的 拒绝 域 为 
5. 考虑 两 个 总 体 N (pa ,of ),N (p03 ) 的 假设 问题 : 
Ho:of < రీ; Hi:o > a. 
在 总 体 中 分 别 抽 取 容量 为 m 二 20.n 二 17 的 样本 ,Si ,Si 分 别 为 样本 方差 , 且 设 两 组 样本 相互 
独立 , 则 当 并 二 吕 时 ,统计 量 呈 ~ ;已 知 Fa (19,16) =2. 1 ,着用 检验 统计 量 吕 ， 
则 在 显著 性 水 平 0.05 下 拒绝 域 为 జ 
6. 设 Xi చమ 为 来 自 正 态 总 体 N (wo ) 的 样本 ,其 中 wo 均 为 未 知 参数 ,XX,S? 
分 别 为 样本 均值 与 样本 方差 , 则 检验 假设 Ho :0 二 ,所 用 的 检验 统计 量 和 它 所 服从 的 分 布 
为 ( ౫ 


A. Z=— ~ NO.D B. పే టామో జహా ట్రణు 
క. 0 i=1 
AT 


గై ల్‌ ఆటీ (n) D. 二 > (RN ty 
0 i=1 
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7. 对 正 态 总 体 的 数学 期 望 y 进行 假设 检验 ,如 果 在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 ,接受 原 假 

设 Ho :1 二 pw ,那么 在 显著 性 水 平 二 0.01 下 ,下 列 结论 正确 的 是 ( 1 
A. 必 接 受 గ B. 可 能 接受 也 可 能 拒绝 H。 
C. 必 拒 绝 H。 D. 不 接受 ,也 不 拒绝 గ 

8. 某 电 器 元 件 的 平均 长 度 值 一 直 保持 在 23. 8cm, 今 测 得 采用 新 工艺 生产 的 100 个 元 
件 的 平均 长 度 为 24. 2cm, 假 定 在 正常 条 件 下 ,长 度 值 服从 正 态 分 布 ,而 且 新 工艺 不 改变 长 度 
的 标准 差 ,已 知 改变 工 艺 前 的 标准 差 为 2. 3cm, 问 新 工艺 对 产品 的 长 度 值 是 否 有 显著 性 影 
响 ? (a 二 0.01) 

9. 某 品牌 的 打印 机 ,要 求 其 每 分 钟 打印 的 页 数 不 得 低 于 45 ,否则 定 为 不 合格 . 现 抽 25 
件 , 测 得 平均 值 为 42, 已 知 该 品牌 打印 机 每 分 钟 打印 的 页 数 服从 N(w,16) ,在 显著 性 水 平 
ఉా0.05 下 , 试 确定 这 批 打印 机 是 否 合格 . 

10. 某 型 号 元 件 的 使 用 寿命 服从 正 态 分 布 N(w,400: ) , 某 商场 欲 购 进 一 批 该 产品 ,生产 
厂家 提供 的 资料 称 ,平均 寿命 不 低 于 7000h, 现 从 成 品 中 随机 抽取 10 台 进 行 测试 ,得 到 数据 
如 下 : 

5460,6757,6858,6965,7070,6663,6656,7061,6550,6558. 

若 方 差 没有 变化 , 问 能 否认 为 厂家 提供 的 寿命 可 靠 ? (a 二 0.05) 

11. 某 饮 料 的 说 明 书 声称 该 饮料 中 某 矿物 质 每 瓶 (500mL) 含 量 不 会 超过 29mg. 现 随 机 
抽取 9 瓶 , 测 得 该 矿物 质 的 平均 含量 为 30. 6mg/ 瓶 ,矿物 质 含量 的 标准 差 为 1. 52mg. 假定 该 
饮料 的 矿物 质 含量 服从 正 态 分 布 , 取 显著 性 水 平 为 0.05 ,根据 所 给 数据 ,能 否认 为 厂 方 的 断 
言 是 正确 的 ? 

12. 某 医院 研发 出 两 种 治疗 糖尿 病 的 新 药 ,找到 10 名 志愿 患者 做 临床 实验 ,服用 甲 、 乙 
两 种 新 药 后 ,对 血糖 指数 的 降低 值 分 别 为 X,Y( 单 位 : mol/L), 见 表 8-7. 

表 8-7 
药物 కే 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
甲 安眠 药 X | .9 0.8 1 0.1 వాట్ట క్రి 2.4 3.5 1.6 3.6 3.4 


问 : 这 两 种 降 糖 药 的 疗效 有 无 显著 性 差异 ? ( 取 a 二 0.05, 可 以 认为 服用 两 种 降 糖 药 后 
血糖 指数 的 降低 值 近似 服从 正 态 分 布 . ) 

13. 某 车 间 生 产 的 桶 装 水 质量 服从 N (jy,0?) ,质量 一 向 稳定 ,方差 到 一 20(kg:) . 现 从 一 
批 产品 中 抽查 10 桶 , 测 得 桶 装 水 质量 的 样本 方差 为 64. 86(kg? ) , 问 是 否 可 以 认为 这 批 桶 装 
水 质量 的 方差 也 是 20(kg:)? (460.05) 

14. 某 面包 厂 在 引进 新 生产 工艺 之 前 ,对 生产 的 12 个 面包 进行 糖 含量 试验 ,得 到 面包 
糖 含量 的 样本 标准 差 ౨ 二 43mg. 在 实施 新 的 生产 工艺 后 ,对 生产 的 15 个 面包 进行 试验 ,得 
到 糖 含量 的 样本 标准 差 5, 二 24mg. 假定 面包 的 糖 含量 服从 正 态 分 布 ,在 显著 性 水 平 一 
0.005 下 ,能 否认 为 新 生产 工艺 下 面包 中 糖 含量 的 稳定 性 有 显著 提高 ? 

15. 甲乙 两 工人 手工 制作 同一 种 木 棍 , 现 从 这 两 人 制作 的 木 棍 中 分 别 抽取 6 个 和 7 
个 , 测 得 其 外 径 如 表 8-8 所 示 ( 单 位 : మయము: 


ఈ 


= 
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表 8-8 
甲 25.0 245 25.2 25.5 24.8 24.9 
乙 5 25.0 24.8 25.2 మ. 25.3 25.0 


假定 外 径 服 从 正 态 分 布 .在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 , 问 乙 工人 的 加 工 精度 是 否 比 甲 的 高 ? 

16. 某 营养 品 厂商 生产 某 种 包装 的 营养 品 , 按 规格 每 袋 药 净 质 量 为 2. 125g, 标 准 差 
0.1g, 现 在 抽查 12 袋 , 测 得 净 质 量 为 

ప శశీ, 1052, 1352, 1202 1102 102. 13,2, 1252 18020 11,2, 152 12. 
试 根据 抽样 结果 ,判断 (1) 平 均 净 质量 ; (2) 标 准 差 是 否 符合 规格 要 求 ,假定 药 净 质 量 服从 正 
态 分 布 N (jp,0). (一 0.05) 

17. 设 甲乙 两 台 机 床 加 工 同样 的 产品 ,产品 的 直径 X 和 Y( 单 位 : mm) 分 别 服从 正 
态 分 布 Na ,ad) 和 గటట) ,从 甲乙 两 台 机 床 分 别 抽出 8 只 和 7 只 产品 , 测 得 其 数据 
如 下 : 

甲 机 床 : 72 一 8, 工 一 20.05mmys: 一 0.3207mmy 

乙 机 床 : ns 二 7,y 二 19. 95mmo，,ss 二 0.3967mm. 

问 : 是 否 可 以 认为 甲乙 两 台 机 床 生产 的 产品 的 质量 相同 ? (a 二 0. 05) 

分 析 : 所 谓 两 车 间 生 产 的 产品 质量 相同 应 该 是 它们 生产 的 产品 平均 直径 相同 ,直径 的 
稳定 性 一 样 , 即 ; jy =p ,of 二 08. 


8.3 0-1 分 布 总 体 参 数 p 的 大 样本 检验 


在 实际 问题 中 , 除 正 态 总 体外 还 会 遇 到 其 他 总 体 . 本 节 讨 论 0-1 分 布 总 体 中 参数 p 的 
假设 检验 . 

设 总 体 X 服从 0-1 分 布 ,X 的 分 布 律 为 

(zi గి = లబ (బో, z=0,1. 

设 Xi ,Xs ,…,X, 是 取 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 ; X 是 样本 均值 .由 于 这 时 总 体 X 的 均值 
A 三 p, 关 于 参数 p 的 检验 也 就 是 对 总 体 X 均值 的 检验 ,所 以 与 正 态 总 体 均 值 检验 一 样 ,p 检 
验 也 有 三 种 类 型 , 

(1) గం: p=po; Hi: pApo. 

(2) Ho: p<po; Hi: p> po. 

(3) Ho,: p=po; Hi: p= po. 

当 类 型 (1) 中 的 6 成 立时 ,总 体 方差 二 po (1 一 po) ,考虑 统计 量 

X—po X—po 
4 of/ ౪7 Pie 


72 
样本 容量 2 రట (కో 之 30) ,由 中 心 极限 定理 ,这 个 统计 量 近似 服从 标准 正 态 分 布 . 
因此 在 大 样本 场合 下 ,可 将 它 作 为 检验 统计 量 , 对 上 述 参 数 p 的 假设 作 近 似 w 检验 . 同 前 面 
分 析 , 可 以 得 到 这 三 种 类 型 假设 的 相应 拒绝 域 如 表 8-9 所 示 ,其 中 x。 是 标准 正 态 分 布 的 上 a 
分 位 点 . 
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表 8-9 0-1 分 布 总 体 参 数 p 的 大 样本 检验 


类 别 Ho H 检验 统计 量 拒绝 域 W 
双边 检验 p=po pF#po నా IU|>*s 159 
హా టీం టా 
p<po p>po po (1—po) రజ 
单 边 检验 | es, 
ppo p=po UE —% 


例 8-3-1 调查 某 路 段 的 交通 拥堵 情况 ,在 一 年 中 随机 抽查 100 天 , 查 出 其 中 有 65 天 交 
通 情况 拥堵 , 问 是 否 可 以 认为 本 年 度 该 路 段 交通 拥堵 率 为 70%? (a 二 0. 10) 
解 ”由 题 意 作假 设 
Ho: p=po=0.7; Hi: ppo. 
设 随 机 变量 X 为 
ఖ్‌! 抽查 一 天 发 现 交 通 拥堵 ， 
0， 抽查 一 天 发 现 交 通 不 拥堵 ， 
显 见 X 一 0-1 分 布 , 这 样 问题 就 归结 为 参数 p 的 双边 检验 . 
观察 了 100 天 ,为 大 样本 检验 ,使 用 检验 统计 量 


= 
[po — po) 
72 
W= (1||) = {|U|> zr} = {|U|> 1.65). 
100 
n=100, Dxi=65, z=0.65 
[a 
而 UU 的 观察 值 
PO es 
/0.70-0.7 
100 
因为 


|x|= 1.091. 65, 
所 以 在 a 二 0.10 下 ,接受 H。, 即 可 认为 本 年 度 该 路 段 交 通 拥堵 率 为 70%. 
例 8-3-2 某 厂 在 广告 中 声称 其 产品 的 合格 率 超过 90%. 一 家 商场 对 该 种 产品 进行 销 
售 ,一 共 销 售 200 件 , 得 到 用 户 反 馈 数 据 , 能 够 正常 使 用 的 有 165 件 , 问 该 厂商 的 广告 是 否 真 
实 ? (a 二 0.05) 
解 ” 设 pp 为 该 药品 对 某 种 疾病 的 治愈 率 , 则 问题 可 归结 为 0-1 分 布 总 体 参 数 p 的 单 边 
Ho:p 宇 po =0.9; Hi:p = 0.9. 
临床 观察 了 200 例 ,为 大 样本 检验 ,使 用 检验 统计 量 
X—po 
po(l— po) 


n 


U= 


మా 
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య యా 
a 一 0.05, 则 拒绝 域 为 
WwW {u <— z,.} {wu <— zo.0 1.645} 
160 由 已 知 样本 知 
去 一 165 _ 
n=200, z= 00= 0.825, 
统计 量 的 观察 值 
జ్జ 0.825 --0.9 2-3. 536 € 7, 


/0.9X (1—0.9) 
200 


因此 拒绝 ౧.806440. 05 水 平 下 可 以 认为 该 药品 广告 是 虚假 的 . 
习题 8-3 


1. 有 一 批 电子 产品 ,从 中 随机 抽查 100 件 , 查 出 其 中 有 81 件 是 一 级 品 , 问 是 否 可 以 认 
为 这 批 产品 的 一 级 品 率 为 85%? (40. 10) 

2. 某 公司 验收 一 批 产品 , 按 规定 次 品 率 不 超过 2% 时 才 人 允许 接受 , 今 从 中 随机 地 抽取 
85 件 样品 进行 检查 ,发 现 其 中 有 2 件 次 品 , 问 这 批 电 子 元 件 是 否 可 以 接受 ? (a 二 0.025 ) 

3. 在 某 小 区 抽样 调查 了 25 户 家 庭 , 其 中 有 10 户 拥有 小 汽车 . 问 该 城市 拥有 小 汽车 家 
庭 的 比率 是 否 大 于 40%? (ac 一 0.05) 

4. 一 厂商 声称 在 他 所 出 厂 的 产品 中 至 少 有 85% 的 一 级 品 , 现 随机 抽取 了 120 件 产品 ， 
发 现 有 90 件 一 级 品 . 在 a 二 0.05 水 平 下 该 样本 是 否 支持 这 个 厂商 的 宣称 ? 


8.4 分 布 函数 的 拟 合 优 度 检验 


以 上 几 节 我 们 讨论 了 关于 总 体 分 布 中 的 未 知 参 数 的 假设 检验 ,在 这 些 假 设 检 验 中 总 体 
分 布 的 类 型 是 已 知 的 ,然而 ,在 许多 场合 中 并 不 知道 总 体 分 布 的 类 型 ,此 时 首先 需要 根据 样 
本 提供 的 信息 对 总 体 分 布 的 种 种 假设 进行 检验 . 本 节 介绍 的 0 拟 合 优 度 检验 法 就 是 其 中 的 
一 种 方法 , 它 是 由 英国 著名 统计 学 家 卡尔 。 皮 尔 逊 (K. Pearson) 于 1900 年 提出 的 . 

xX 检验 法 是 在 总 体 的 分 布 为 未 知 的 情况 下 ,根据 样本 值 zx ,zs ,…',z 来 检验 关于 总 体 
分 布 的 假设 : 

:总 体 久 的 分 布 函数 为 F(z); ”Hi :总 体 X 的 分 布 函 数 不 是 F(z). 

注意 : 若 总 体 X 为 连续 型 , 则 假设 相当 于 

తట్‌ X 的 概率 密度 为 f(z); 
若 总 体 X 为 离散 型 , 则 假设 相当 于 
五 :总体 X 的 分 布 律 为 P{X 一 让) = pi，i= 1,2,*…. 

必须 指出 ,用 x 检验 法 检验 假设 有 H, 时 ,车 在 假设 ౧ F(z) 的 形式 已 知 ,但 其 中 含有 未 知 
参数 ,这 时 需要 先 用 极 大 似 然 估计 法 估计 参数 ,然后 再 作 检 验 . 

xX 检验 法 的 基本 想法 是 : 将 总 体 X 可 能 取 值 的 全 体 2 分 成 个 不 相交 的 集合 (一 般 取 
10 个 左右 ): Ai,As,…,Ai ,计算 样本 观察 值 r ,zz ,…,z, 中 落 入 A;Gi 二 1,2,…,k) 的 个 数 


第 8 章 假设 检验 人 < 


fi( 称 为 实际 频数 ). 当 గ 为 真 时 ,我 们 又 能 根据 态 。 中 所 假设 X 的 分 布 函数 计算 出 样本 值 
落 入 A; 内 的 概率 p; 二 P(A;) 及 理论 频数 np;. 我 们 知道 f; 与 np; 这 两 个 数 往 往 有 些 差异 ， 
但 在 ర 为 真 且 样 本 容量 充分 大 时 ,两 数 差 的 平方 (f; 一 np;)’ 一 般 应 接近 于 零 而 不 会 太 
大 ,基于 这 种 想法 ,皮尔 逊 构造 了 
స (finp)’ 
జ్‌ 之 ఇషా క్‌ (4 
作为 检验 假设 的 ౧ 的 统计 量 , 并 证 明了 以 下 定理 . 
定理 8-4-1( 皮 尔 逊 定理 ) ” 若 n 充分 大 , 则 当 రం 为 真 时 ,不 论 గం 中 的 分 布 属于 什么 类 
型 ,统计 量 (8. 4. 1) 总 是 近似 服从 自由 度 为 一 7 一 1 的 X 分 布 , 即 
x > fs న వసో తాతలు 


近似 成 立 ,其 中 是 分 布 中 被 估计 参数 的 个 数 . 于 是 ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, H。 的 拒绝 
域 W 为 


W= {x Xk—r1)}. 

车 x* 的 观察 值 落 在 W 内 , 则 拒绝 గ 否则 ,接受 గ. 

x 检验 法 是 在 充分 大 的 条 件 下 得 到 的 ,所 以 在 使 用 时 必须 注意 : n 要 足够 大 及 70, 
不 要 太 小 . 根据 实际 经 验 ,要 求 n 宇 50, 理 论 频 数 np; 宇 4, 否 则 要 适当 合并 集合 A; 以 满足 这 
个 要 求 . 

例 8-4-1 某 酒店 有 10 层 客房 ,酒店 对 外 宣称 ,自己 酒店 每 一 层 的 客房 品质 是 一 致 的 ， 
下 表 给 出 了 600 个 酒店 客房 租用 的 历史 数据 . 试问 在 60. 05 下 ,顾客 选择 酒店 的 层 数 是 否 
具有 随机 性 ? 

解 用 X 表示 顾客 选择 酒店 的 层 数 ,其 可 能 取 值 为 1,2,…',10, 若 它 具 有 随机 性 , 则 出 
现 每 一 数字 的 概率 应 该 相等 . 因此 检验 假设 为 

Ho: P{X=i}=0.1, i=1,2,.…,10. 

HH 为 真 时 ,计算 的 理论 频数 列表 如 下 ( 表 8-10). 


表 8-10 
pe 
数字 X 频数 万 np లం 仿 一 at నం 
3 45 60 一 15 3.75 
2 50 60 一 10 67 
3 75 60 15 3.75 
4 66 60 6 0.6 
5 72 60 12 2.4 
6 63 60 3 0.15 
ళా 65 60 5 0.417 
8 69 60 9 1.35 
9 48 60 = 2.4 
10 47 60 -8 2.817 
下 600 19.3 
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=. 
检验 统计 量 
శ్‌ హై 2 
x = > fi 一 సీ 
[52 ఇదా 为 真 , 则 
> (| 了 జట్ల (శిలా లాను 
拒绝 域 


W= {xX Xk—r—D))}. 
已 知 & 一 10,r 一 0,c 一 0.05, 查 表 得 .05(10 一 1) 二 16. 919, 则 
W= {Xx >16.919}, 
因为 x 的 观察 值 19. 3EW, 故 拒绝 有 H,, 即 在 a 二 0.05 下 ,认为 顾客 选择 酒店 的 层 数 不 具有 
随机 性 ,也 就 是 说 顾客 选择 酒店 的 层 数 是 有 偏好 的 . 
例 8-4-2 设 有 500 页 的 一 本 小 说 ,记录 各 页 中 感叹 号 的 个 数 ,其 结果 如 表 8-11 所 示 . 


表 8-11 
感叹 号 个 数 万 0 1 2 3 4 5 6 థె 8 డాం 
会 fi 感叹 号 的 页 数 | 207 160 88 32 6 4 0 2 0 1 


问 能 否认 为 一 页 中 有 感叹 号 的 个 数 服 从 泊 松 分 布 ? (a 二 0. 05) 
解 用 XX 表示 一 页 中 感叹 号 的 个 数 , 由 题 意 , 需 检验 假设 


Ho: 总 体 X~x0)，P{X = = 入 ex. 


1. 


Ho 中 参数 未知, 所 以 先 估 计 值 . 由 极 大 似 然 估计 法 得 = 一斑 =1, 这 样 PLX= 让 的 估计 什 


计算 的 理论 频数 列表 如 下 ( 表 8-12). 


表 8-12 
కరా ౫ 频数 / > ౧౭న pe 

0 207 183. 9397 23. 0603 2. 8910 
1 160 183. 9397 一 23. 9397 3. 1158 
2 88 91. 9699 一 3. 9699 0. 1714 
3 32 30. 6566 1. 3434 0. 0589 

4 6 7. 6642 

5 4 1. 5328 

6 0 0. 2555 
3. 5060 1. 2947 

గ] 2 0. 0365 

8 0 0. 0046 

之 9 0. 0005 
2 500 7.5317 
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检验 统计 量 
2 (fi— npi)’ 
శ క్‌ ws 163 
车 有 H, 为 真 , 则 
2 (fi—npi) 2 
x క్‌ X (一 r 一 D)， 
拒绝 域 为 


W= {Xk—r—D)). 
已 知 有 ==5,r 二 1,a 二 0.05, 查 表 得 0 (3) =7. 815.00 
W= {x 7.815), 

xX 的 观察 值 7.5317 儿 W , 故 接受 HH,, 即 在 a 二 0.05 下 ,认为 一 页 中 感叹 号 的 个 数 服 从 泊 松 
分 布 . 

例 8-4-3 ”从 一 批 金 属 丝 中 抽取 2 一 200 根 进行 拉力 试验 ,用 X 表示 拉力 强度 (单位 : 
kg) ,样本 值 分 组 如 表 8-13 所 示 , 样 本 均值 二 29,B, 二 60, 试 检验 假设 

Ho:X~ N(ps0), a = 0.05. 


表 8-13 
序号 分 组 fi 序号 分 组 fi 
1 2.5~7.5 2 6 27.5 一 32.5 58 
2 7.5~12.5 3 7 32.5~37.5 40 
3 12.5~17.5 8 8 37.5~42.5 12 
4 17.5~22.5 23 9 42.5~47.5 5 
5 22.5~27.5 47 10 47.5~52.5 2 
解 设 Ho:X~N(p,0)， 
ftir = Le, 26 (౫౩,46), 
276 


用 极 大 似 然 估计 法 得 


及 一 工 一 28.5， 字 一 B: 一 57. 
根据 已 知 样本 值 ,将 其 分 组 如 下 ( 见 表 8-14). 


表 8-14 
(万 一 zt 
序号 分 组 f లీ np: fi—np; న్న 

1 ల్లు కలా 0. 002755 
2 7512. 5 0. 013825 13. 76383 一 0.76383 0. 042389 
8 12.5~17.5 0. 052239 
4 17.5~22.5 23 0.131874 26. 37489 —3. 37489 0.431846 
5 52 47 0. 222532 44. 50634 2. 493657 0. 139718 
6 27. 5-32. 5 58 0. 251085 50. 2171 7. 782904 1. 206235 
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> 
续 表 
(fi—npi)’ 
序号 分 组 ff లః np fi—np ES 
164 
7 | 32.5~37.5 40 0. 189444 37. 8888 2. 111204 0. 117638 
8 | 37.5425 12 0. 095565 19. 11294 一 7.11294 2. 6471 
9 | 42.5~47.5 5 0. 032218 
7.894648 | 一 0.89465 0. 101385 
10 | 47.5~52.5 2 0. 007255 
> 200 4. 686 


Xk—r—1) = X07—2—1) = X04) 一 9.488， 
所 以 


W = {xX > 9.488}, 
而 X 的 观察 值 
సీ = 4.686 < 9. 488, 
所 以 ,在 a 二 0.05 下 ,接受 有 H,, 即 认为 这 批 化 纤 的 拉力 强度 X 一 N(29,60). 


习题 8-4 


1. 为 了 提高 政府 接待 日 的 效率 , 某 政 府 部 门 统 计 了 近 3 年 来 的 政府 接待 日 活动 情况 ， 
按 星期 几 分 类 如 表 8-15 所 示 . 


表 8-15 
星期 pe కో 四 五 
次 数 9 10 11 8 12 


问 : 政府 接待 日 活动 是 否 与 星期 几 有 关 ? (a 二 0.05) 
2. 为 了 考察 某 商 场 的 客流 量 , 记 录 每 分 钟 内 通过 商场 人 口 的 人 数 ,统计 工作 持续 了 
4 个 小 时 ,得 频数 分 布 如 表 8-16 所 示 . 


表 8-16 
人 数 i 0 1 క 3 4 పాక్‌ 
న... 1 11 92 68 40 28 


问 15s 内 通过 汽车 的 辆 数 是 否 服从 泊 松 分 布 ? (a 二 0. 05) 
3. 研究 某 厂家 生产 的 混凝土 抗 压强 度 的 分 布 ,随机 抽取 200 件 , 用 X 表示 压强 (单位 : 
N/m?) , 测 得 数据 如 表 8-17 所 示 . 
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表 8-17 
区 频数 Xx 频数 
[190,200) 54 [240,250) 12 165 
[200,210) 35 [250,260) 11 
[210,220) 30 [260,270) 10 
[220,230) ey 宇 270 క్షే 
[230,240) 14 


试 在 一 0. 05 水 平 下 检验 压强 X 是 否 服从 如 下 指数 分 布 ， 
న Me™s £03 
2(7) 二 10， 其 他 . 
4， 随机 抽取 20 只 某 种 电子 元 件 , 测 得 其 电阻 X 的 观察 值 如 下 (已 经 按 大 小 次 序 排列 ) 
కక్‌ 177 2.01 258 261 2.79 2.85 2.9 和 93 298కి 32 ‘4 


3.42 3.44 37 3.81 4.07 4.39 4.47 4.64 
试 在 a=0.05 下 用 检验 法 检验 电阻 X 是 否 服从 正 态 分 布 . 
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方差 分 析 和 回归 分 析 


前 面 我 们 介绍 了 统计 推断 的 基本 内 容 一 一 参数 估计 和 假设 检验 . 在 此 基础 上 ,本 章 介绍 
两 个 用 途 广 泛 的 实用 统计 模型 : 单 因 素 方差 分 析 模 型 和 一 元 线性 回归 分 析 模 型 . 


9.1 单 因 素 方差 分 析 


在 科学 试验 和 生产 实践 中 ,影响 一 个 事件 的 因素 往往 很 多 . 例如 ,在 工业 生产 中 ,产品 的 
质量 往往 受到 原材料 ,设备 技术 及 员工 素质 等 因素 的 影响 . 虽然 在 众多 因素 中 ,每 个 因素 的 
改变 都 可 能 影响 到 最 终 的 结果 ,但 有 些 因素 影响 大 ,有 些 因素 影响 小 ,所 以 在 实际 问题 中 ,就 
有 必要 找 出 对 事件 最 终结 果 有 显著 影响 的 那些 因素 . 方差 分 析 就 是 根据 试验 的 结果 进行 分 
析 , 通 过 建立 数学 模型 ,鉴别 各 个 因素 影响 效应 的 一 种 有 效 方法 . 本 节 介 绍 单 因素 方差 分 析 ， 
即 只 考虑 一 个 因子 (其 他 因子 不 变 )? 影 响 指标 时 的 统计 分 析 方 法 . 


911 单 因素 方差 分 析 实例 


例 9-1-1 现 有 三 种 含 铁 基 粉 末 冶 金 密度 不 同 的 材料 ,对 每 种 材料 作 若 干 次 独立 试验 ， 
测 得 材料 的 含油 率 数据 如 表 9-1 所 示 . 


表 9-1 

材料 材料 的 含油 率 /% 

A 19.14 | 17.13 | 15.05 | 15.85 | 17.78 | 17.21 | 17.45 | 16.26 

A: 16.31 | 15.85 | 17.16 | 15.78 | 15.89 

A 13.86 | 15.44 | 15.51 | 13.63 | 12.70 | 13.65 | 12.56 | 15.56 | 15.53 


试问 三 种 不 同 材 料 的 含油 率 是 否 有 显著 差异 ? 

在 这 个 实例 中 ,指标 是 材料 的 含油 率 , 影 响 指标 的 因子 只 有 一 个 , 即 冶金 密度 ,因子 有 三 
个 不 同 的 水 平 , 记 为 Ai ,A: ,As:. 我 们 把 这 批 材料 进行 试验 所 有 可 能 测 得 的 含油 率 作为 总 体 
X, 把 一 种 材料 进行 试验 所 有 可 能 测 得 的 含油 率 作 为 总 体 X 的 部 分 总 体 , 那 么 总 体 X 分 成 
三 个 部 分 总 体 . 把 这 三 个 部 分 总 体 分 别 记 为 Xi ,X: ,Xs. 按 题 意 ,我 们 得 到 了 来 自 部 分 总 体 
Xi ,XXX 的 样本 (zayza 924) 9 (22 9229 92002) (zsyzsy yzos). 题 中 已 测 得 它 
们 的 样本 值 . 这 里 随机 变量 zs 表示 在 第 j 个 水 平 下 ,第 i 次 试验 可 能 测 得 材料 的 含油 率 . 现 
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在 我 们 假设 部 分 总 体 都 服从 正 态 分布 , 其 数学 期 望 分 别 为 ,yp ,ws ,并 且 假 设 三 个 部 分 总 体 
有 相同 的 方差 .那么 XX; 一 Ny .0),j 二 1,2,3, 于 是 判断 冶金 密度 对 材料 的 含油 率 是 否 有 
显著 影响 的 问题 可 以 归纳 为 检验 假设 
Ho 二 p23; H' వరల 42 913 不 全 相等 

的 假设 检验 问题 . 如 果 拒绝 ఈ ౧, 时 , 即 认为 ma ,pa ,ps 不 全 相等 ,就 是 认为 冶金 密度 
的 不 同 对 材料 的 含油 率 有 显著 影响 ; 如 果 接 受 及,, 则 认为 冶金 密度 的 不 同 对 材料 的 含油 率 

为 了 考察 某 个 因子 对 试验 指标 的 影响 ,往往 把 影响 实验 指标 的 其 他 因子 固定 ,而 把 要 考 
察 的 那个 因子 严格 控制 在 几 个 不 同 状态 或 等 级 上 进行 试验 ,这 样 的 试验 称 为 单 因素 试验 . 单 
因素 方差 分 析 就 是 根据 单 因素 试验 的 数据 ,利用 数理 统计 的 理论 和 方法 ,判断 该 因子 的 各 个 
水 平 对 试验 的 指标 是 否 有 显著 的 影响 . 


9.1.2 单 因素 方差 分 析 的 数学 模型 


我 们 把 单 因 素 试验 的 所 有 可 能 指标 称 为 总 体 , 记 为 X, 设 因子 A 取 * 个 不 同 水 平 Ai， 
As，,…,A,, 第 j 个 水 平 A; 下 的 试验 指标 值 记 为 Xi ,这 样 就 有 个 部 分 总 体 Xi, ,X: ，…,X,， 
假定 

Ki NO 入 全 页 
在 水 平 A; 下 进行 nj 次 独立 的 试验 ,相当 于 从 部 分 总 体 X; 中 抽取 了 容量 为 nj 的 样本 
లేరు లేర Xj (J 二 1,2,…,s) ,由 正 态 性 假设 有 
Xs ~ NOs0), i=1,2,° nj = 1,2,.°,s, 
Xj 是 随机 变量 ,在 实际 问题 中 ,X; 就 是 在 水 平 A; 的 基础 上 第 i 次 重复 试验 的 试验 结果 数 
据 , 常 用 表格 表示 , 见 表 9-2. 
表 9-2 单 因素 试验 结果 数据 表 


部 分 总 体 Ai A: ఆజ A 
Xu Xi య Xs 
样本 值 స్‌ వ ము 


我 们 引进 随机 变量 


gy = Ky —py, i=1,2,. m3 = 1,2,eees. 
称 &; 为 随机 误差 . 显 见 ల 一 N(0,0?). 所 以 单 因 素 方差 分 析 的 数学 模型 可 以 归纳 为 
Xs 一 入 十 的 ， 
(2 一 N(C0, 吧 ), 各 er 相互 独立 ， 
这 里 ma ,ma ,…:A 和 o? 都 是 未 知 参数 . 
单 因素 方差 分 析 的 主要 任务 如 下 . 
(1) 求 出 未 知 参数 pu ,po ，,… ,ps 和 o? 的 估计 量 . 
(2) 根据 样本 值 ,检验 假设 : 
కంటు = p= =p 
Hi :pa pa ,Au 不 全 相等 . 


౧4 మెల 
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(3) 当 拒 绝 HH, ,接受 ఈ 时 , 即 认为 因子 A 的 变化 对 指标 有 显著 影响 时 , 求 出 py 一 pw 的 
置信 区 间 G 才 让. 


9.1.3 部 分 总 体 均 值 包 和 方差 吓 的 估计 
为 了 方便 对 p 和 or 进行 估计 ,我 们 引入 以 下 记号 
T, 一 DX; , 称 为 部 分 样本 和 ; 
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下, 二 二 了 Xs = 工 T.。， 称 为 部 分 样本 均值 ; 


n= Dn, నా మందా; 


సప 
Si = వా (రాచి. 
7 一 1 i=l 


1. 部 分 总 体 均值 所 的 估计 
在 水 平 A; 下 ,由 于 区 一 NGoo),i 一 1,2，…, 六.) 是 部 分 样本 均值 , 则 


E(X.) = a( వ వమ] = ఎ B= 
nj Wj i=1 


iml 
令 记 二 和.j, 则 所 是 部 分 总 体 均值 yj 的 无 偏 估计 量 ,j 二 1,2,…，,;s. 
例 9-1-2 求 例 9-1-1 中 加 ,pe sp 的 估计 量 记 2-2. 
解 已 知 nn=8,ns==5,ns= 二 9, 经 计算 得 
Ty = L687 Ta S090 “Ts, = 3084; 


所 以 
、_ TT 135.87 
వాయ వార్తా స్ట 16. 984, 
2 వ న వాచక = కీ్యికికి = ష్య 198 
బి ఆరు = చక = 130.34 14.482 
ns 


2. 方差 o 的 估计 


在 水 平 A; 下 ,由 于 3 一 NG so) ,i 二 1,2,…,n;, 外 .; 是 部 分 样本 均值 ,根据 抽样 分 布 
定理 得 


根据 X 分 布 的 可 加 性 ,有 


స్‌ 


i s 
ల్‌ | = (ns), 
i=1 ళ్‌ 


二 
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由 于 
నచ న్‌ ఎంతలా 
> i=1 dl smd SE 
Dat రో రో లీ" 
所 以 
Se ఆ (బావం 
a 
根据 X 分 布 的 性 质 , 有 
E( 等 ] ns, EL 5౯] రోం 
౮ ప్ర జట 


పా 


౯,112 2౮ 的 无 偏 估计 量 . 


9.1.4 单 因素 方差 分 析 的 假设 检验 
1. 平方 和 分 解 公式 
为 了 使 各 Xy 之 间 的 差异 能 够 定量 表示 出 来 ,我 们 继续 引入 如 下 记号 ， 


-六 > = Dr, 表示 因素 A 下 的 所 有 水 平 的 样本 总 和 ; 


j=1 i=l 


Xx- a Xs = 十 T.。， 表 示 因素 人 下 的 所 有 水 平 的 样本 总 均值 ， 
Si = 六 六 (Xi 一 部: 表示 全 部 试验 数据 之 问 的 差异 , 称 为 总 偏差 平方 和 ; 


j=1 i=1 
Ss = Bu, న. 
A 取 不 同 水 平 引起 的 ， 称 为 组 间 平 方 和 (或 效应 平方 和 ); 


_ 
ఆ) సౌర 
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表示 每 一 水 平 下 的 样本 均值 与 样本 总 均值 的 差异 , 它 是 由 因素 


Se = 立交 (డాయ. 表示 在 水 平 A; 下 样本 值 与 该 水 平 下 的 样本 均值 之 间 的 差 


有 


异 , 它 是 由 随机 误差 引起 的 , 称 为 组 内 平方 和 (或 误差 平方 和 ). 


因为 
Sir= DD XK) = DD LK, I) + XR) 
Fm శకి j=1 i=1 
క = ర్ట? లం చల = Ds (చు, 
了 一 1 


Rost Rel 
根据 XX.; 和 XX 的 定义 知 


Wp 
| 


(Xs —X.)(X, —X) = 0， 
各 各 


所 以 


Sr 一 pb (Xs x+ Dl (¥, =X) = Sg + Sh. 


j=1 i=1 | 
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等 式 Sr 一 Se 十 SA 称 为 平方 和 分 解 式 . 
2. 单 因 素 方差 分 析 法 


方差 分 析 的 主要 任务 是 选择 合适 的 统计 量 , 根 据 统计 量 给 出 接受 或 拒绝 原 假 设 的 结果 . 
若 接受 原 假 设 , 则 说 明 对 最 终结 果 的 影响 在 该 因素 各 个 不 同 水 平 之 间 无 显著 差异 ; 若 拒绝 
原 假设 , 则 说 明 该 因素 各 个 不 同 水 平 对 最 终结 果 的 影响 之 间 有 显著 差异 . 下 面 我 们 利用 平方 
和 分 解 式 给 出 方差 分 析 的 检验 法 ,并 最 终 得 到 单 因素 方差 分 析 表 . 

假设 有 H, 成 立 , 则 所 有 的 మ 服从 正 态 分 布 N (ywo), 且 相互 独立 ,我 们 可 以 证 明 : 


వ. 1.8 ల Sa లో; 


౮ | 
(2) SE 与 SA 相互 独立 . 
因为 四 一 好 Co ఐక కేక ]=。 , 当 H。 成 立时 ,各 一 人 0D, 且 BE )=。 ,我 


们 有 
న్‌ 号 
(య్‌) = క(క) = ౯ క్‌ 
న 1, 而 当 గ గానము 与 1 比较 应 有 明显 偏 大 . 
BE/ సార E/(n—s 
下 面 我 们 给 出 单 因素 方差 分 析 的 检验 步骤 . 
(1) 提出 统计 假设 . 
Ho:pn = po = = pj; Hi:pn pp 不 全 相等 . 
(2) 取 检 验 统计 量 : 
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(క్షి 


/GG=D 


i Se/(nO—s)" 


కగు హరన. టంట DBE~X (1 5), 且 Se 与 SA 相互 独立 ,由 下 分 布 的 定 


义 , 有 

Sa/(s—= 1 

Se/(n—s) 

(3) 在 显著 性 水 平 a 下 ,拒绝 域 为 
导演 村 他 一 本 一直 


F ~ Ps i= 


(4) 编制 单 因 素 试验 结果 数据 表 , 计 算 2... 7 Ds "Sr.Sa,Se， 并 填 制 单 因素 方差 


j=1 i=1 
分 析 表 ,如 表 9-3 所 示 . 
表 9-3 单 因素 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 广 F 和 
因子 A (CSA) G 一 1D (క్క) క్ష 
5 这 G 一 La 一 
随机 误差 (5) (9 (క (¥) RG-la) 
总 和 (CSr) ‘w= 


వాటం. 
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表 中 5 一 ,5 一 ,分 别称 为 S4 ,SE 的 均 方 . 表 中 (SA) 表 示 根据 样本 值 统计 量 
ర్క 相应 的 观察 值 , 其 他 加 括号 部 分 也 如 此 . 
(5) 检验 :当下 的 观察 值 之 F,(s 一 1,n 一 ) 时 ,拒绝 FH ,接受 万 ,认为 因子 A 对 指标 有 
显著 影响 ;否则 接受 及 ,认为 因子 A 对 指标 没有 显著 影响 
为 了 方便 计算 并 保证 正确 性 ,在 计算 Sr,Ss 和 Ss 时 ,通常 用 下 列 公式 ， 
ర = 0) ౧ యు = రంగ 一 7 


j=1 #1 
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Si = SR RP DL 
j=1 i=1 nj 72 


SE Sr 一 SA SS బ్‌ (క 


例 9-13 ”计算 例 9-1-1 中 方差 的 无 偏 估计 量 0 的 值 . 
解 ”编制 单 因素 试验 数据 表 如 表 9-4 所 示 . 


表 9-4 
部 分 总 体 A A: As 
19.14 16. 31 13. 86 
17.13 15.85 15. 44 
15.05 17. 16 15.51 
15.85 15.78 13.63 
样本 值 17.78 15. 89 12.70 
17. 21 13.65 
17.45 12. 56 
16. 26 15. 56 
17. 43 
Ty 135. 87 80. 99 130. 34 
Ry 16. 984 16. 198 14. 482 
计算 如 下 : 


వ = 3,m 8,n2 5 ,713 9,n = 22, 
T.. = 135. 87 十 80.99 十 103.34 = 320.2， 


న 


గ. 


సై స. 一 19.142 十 17.13: 十 … 十 15.562 + 17. 43 = 5540. 0236, 


j=1 i=1 


Sr = 5540. 0236 = x 320. 22 = 879. 6581, 
Si = సే x 135. 872 + 于 X 80. 99: 十 వ x 130. 342 ఖే X 347. 22 = 846. 7055, 


SE = 879. 6581 -- 846. 7055 = 32. 9526, 


_ Se _ 329526 _ 
షా 19 


例 9-1-4 在 显著 性 水 平 620.05 下 ,用 单 因素 方差 分 析 法 判断 例 9-1-1 中 冶金 密度 对 


1.7343. 


> 
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材料 的 含油 率 是 否 有 显著 影响 ? 
解 ”提出 统计 假设 
Ho:pn = jz = js; Hi:pn va yn 不 全 相等 . 
取 检 验 统计 量 
_ 三 苏 
一 కాగా. 


在 显著 性 水 平 "一 0.05 下 ,有 
F.(s—1,n— s) = Fo.os(2,19) 一 3.52， 
拒绝 域 为 
下 之 Rs 一 1,2 一 5) = 3, 49. 
填 制 单 因素 方差 分 析 表 ,如 表 9-5 所 示 . 


表 9-5 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 下 临界 值 
治 金 密度 27. 6237 3 13. 8119 
随机 误差 32.9523 19 1.7343 7. 9639 శకి 
总 和 60.576 2 


因为 下 二 7. 96393. 52, 故 拒绝 有 H,, 认 为 材料 的 冶金 密度 对 材料 的 含油 率 有 显著 的 
影响 . 


915 当 拒 绝 ఈ 时 jj 一 px 的 置信 区 间 


当 拒 绝 有 H, ,接受 Hi 时 ,认为 因子 A 的 变化 对 指标 有 显著 影响 ,这 时 常常 需要 作出 两 个 
部 分 总 体 六 一 NG ) ,Xi 一 NGa ,2 ) (了 有) 的 均值 差 pw 一 pu 的 区 间 估 计 . 由 于 Xu ,Xs ，*…， 
Xj 和 XX Xa，…Xw 是 分 别 来 自 部 分 总 体 X 和 X4 的 样本 , 且 各 Xj; 独立 ,根据 抽样 分 布 
的 定理 得 到 
KX. 一 Xe 一 No న. 路 


టంట (తటి Noo,1). 


కాకా 
n; 721 
యాలాల. నంత Se 相互 独 立 (证 略 ), 于 是 全 二 全 二 人 一 多。 వ. 
一 十 一 


ni nx 


స 
相互 独立 .所 以 
(RC R= 


/二 
7 7% 

|__ Se 
a(n—s) 


(Xj 一 入 .9) 一 ( 访 一 AD) 


Se 
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据 此 得 均值 差 一 y 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


二 _ 支 గ 1 
[యిలు tm (i+)} (| 
例 9-1-5 在 例 9-1-1 中 , 若 三 种 不 同 的 治 金 密 度 对 材料 的 含油 率 有 显著 影响 , 求 由 一 一 
ja yj 一 /as ns 一 Aa 的 置信 和 度 为 95% 的 置信 区 间 . 


解 已 知 
Xi = 908 ల Ry= 1 
则 有 
KX. — RX. 一 0.786， చారం 一 1.716， గార =— 2.502. 
వ్‌ 
న కా 
న 证 జ 村 5 (౧ 825, 
ప 
వ i 
二 由于 三 
చనా శే శో 0236 
可 得 
ts (n—s) = 400% (19) = 2.0930， 
s(n—s). 到 [二 + 二 | = 2, 0930 ౫ 4/1. 7343౫౦. 325 = 1.571, 
72 722 
(ఖాలి 。 (సస స) = 2. 0930 x ౧. 73413 3౯౮. 31 = 1. 535, 
772 773 
ts (nC—s). 于 (二 + 二 = 2, 0930 ౫ V1.7343 X 0.236 = 1. 339. 
జే 3 1 
所 以 


和 一 /pa 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 : (0.79 士 1.571) 王 (一 0.781,2.361); 

pz 一 ps 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 : (1.716 士 1.535) 一 (0. 181.3. 251); 

ma 一 Aa 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 : (一 2. 506 士 1. 339) 一 (一 3. 845 ,一 1. 167). 

例 9-1-6 设 有 三 台 机 器 制造 一 种 产品 ,对 每 台 机 器 各 观测 8 天 ,其 每 天 的 产量 如 表 9-6 
所 示 . 


表 9-6 
机 器 号 每 天 的 产量 
机 器 一 41 48 41 49 43 56 44 48 
机 器 二 65 6 54 72 58 64 55 62 
机 器 三 45 51 56 48 46 48 50 49 


(1) 分 别 求 三 台 机 器 每 天 的 产量 均值 wa ,pa ,ws 和 方差 的 估计 值 . 
(2) 在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 ,三 台 机 器 的 日 产量 是 否 有 显著 差异 ? 


= 
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(3) 车 三 台 机 器 对 日 产量 有 显著 影响 , 求 一 po ,po 一 pes，ps 一 pm 的 置信 度 为 950108 


信 区 间 . 
174 解 已 知 s==3,m 王 ns 二 ns 二 8,n 二 24, 编 制 单 因 素 试验 数据 表 如 表 9-7 所 示 . 
表 9-7 

部 分 总 体 A A: As 

41 65 45 

48 57 51 

41 54 56 

49 这 48 

ప 43 58 46 

56 64 48 

44 55 50 

48 62 49 

到 370 487 393 
లై 46.25 60. 88 49. 13 


根据 表 9-7 进行 计算 : 
T.. = 370 十 487 十 393 = 1250, 


2 >)XS 一 412 十 48: 十 … 十 502: 十 49: = 66582, 


j=1 i=1 


66582 一 వ. X 1250 = 1477. 83, 


స్త 24 


1 2 1 2 కే 2 క్షే 
8 X370 + గ 487 十 语义 393 24 


Ss = 1477. 83 一 960. 58 = 517. 25. 


న్‌ X 1250 = 960. 58, 


(1) =X.1=46.25,fs=X.,=60. 88.0 =. 49. 13, 


__Se _ 517.25 
కా 21 


一 24. 63. 


(2) 提出 统计 假设 
తంట = pa = ps3 లంట spis 不 全 相等 . 
取 检 验 统计 量 


全 
在 显著 性 水 平 一 0.05 下 ,有 
F.(s—1,n— s) = Foo(2,22) = 3.47， 
拒绝 域 为 
వ వా లాటా n= 二 47 


填 制 单 因素 方差 分 析 表 如 表 9-8 所 示 . 
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表 9-8 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 下 临界 值 

机 器 960. 58 2 480. 29 175 
随机 误差 517:25 1 24.63 19.5 3.47 

总 和 1477. 83 23 


因为 下 一 19. 5 盖 3.47, 故 拒绝 H, ,认为 这 三 台 机 器 的 日 产量 有 显著 差异 . 


(3) .1==46. 252 .2=60. 882 ., =49. 13， 
షా? 14.63,X ,2s—X.s=11.75,X.s—X.,=2.88, 
టి టి లే టే. తతర త చస. పే సే. శే 


77౧72 8 8 4 772 二 二 8 
好 (2 一 5) 一 to.os(21) 一 2.0796 ， 


కంగన) =2.0796x /24. 63X 工 二 5. 16, 

m 772 4 

sy నన! , | 

Se 二 + 二 ) =2.0796x /24. 63X 二 一 5. 16， 
72 ns 4 

(20) 。 /ర్వ[ మాయే | =? 07960, /24, 6326 =ర్‌, 16 

వాం Elns a జ్‌ న జ 4 Se 


所 以 

和 一 /ea 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 : (一 14. 63 士 5. 16) 一 (一 19.79, 一 9.47); 
p 一 1 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 : (11.75 士 5. 16) 二 (6. 59,16. 91); 

AM 一 ma 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 : (2.88 士 5. 16) =(-2. 28.8. 04). 


8 4'ns 71 8 8 శ” 
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习题 9-1 


1. 一 个 年 级 有 三 个 小 班 ,他 们 进行 了 一 次 数学 考试 . 现 从 各 个 班级 随机 地 抽取 了 一 些 
学 生 , 记 录 其 成 绩 如 表 9-9 所 示 . 


క్షీ 73 66 73 89 60 77 | 82 45 43 93 80 | 36 


88 77 74 78 31 80 48 78 56 91 62 85 51 76 96 


| 68 41 87 79 59 71 56 68 12 91 53 71 79 


试 在 显著 性 水 平 二 0.05 下 ,检验 各 班级 的 平均 分 数 有 无 显著 差异 . 
2. 粮食 加 工厂 用 四 种 不 同 的 方法 储藏 粮食 ,储藏 一 段 时 间 后 ,分 别 抽样 化 验 , 得 到 粮食 
含水 率 如 表 9-10 所 示 . 
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య యా 
表 9-10 
储藏 方法 含水 率 /% 
176 1 73 8.3 7.6 8.4 8.3 
I SB 和 和 
|| 8.1 6.4 7.0 
N 7.9 9.0 


试 在 显著 性 水 平 < 一 0. 05 下 ,检验 这 四 种 不 同 的 储藏 方法 对 粮食 的 含水 率 是 否 有 显著 影响 . 
3. 用 五 种 不 同 的 施肥 方案 分 别 得 到 某 种 农作物 的 收获 量 ( 单 位 : kg) 如 表 9-11 所 示 . 


表 9-11 

施肥 方案 收获 量 
I 67 67 55 42 
I 98 96 91 66 
亚 60 69 50 35 
N 79 64 81 70 
V 90 70 79 88 


试 在 显著 性 水 平 60. 01 下 ,检验 这 五 种 不 同 的 施肥 方案 对 农作物 的 收获 量 是 否 有 显著 
影响 . 
4. 在 单 因素 方差 分 析 的 模型 下 , 当 Ho :po 二 pz 二 … 二 ps 为 真 时 ,证 明 


వ 
౮ 


(2) 也 是 的 无 偏 估计 量 . 
5. 在 单 因素 方差 分 析 的 模型 下 ,证 明 


Dy = R= = 


j=1 i=1 


9.2 一 元 线性 回归 


在 客观 世界 中 普遍 存在 变量 之 间 的 关系 . 一 般 来 说 ,变量 之 间 的 关系 可 分 为 确定 性 和 非 
确定 性 两 种 . 确定 性 关系 是 指 变量 之 间 的 关系 可 以 用 函数 关系 来 表达 , 即 当 一 个 变量 被 完全 
确定 后 ,按照 某 种 规律 , 另 一 个 变量 的 数值 就 被 完全 确定 . 例如 ,电流 与 电压 的 关系 可 以 用 数 


学 表达 式 1 一 中 来 表示 . 男 一 种 是 非 确定 性 的 关系 ,这 种 关系 无 法 用 精确 的 数学 式 子 表示 . 
例如 ,合金 的 强度 与 合金 中 碳 的 含量 有 密切 的 关系 ,但 是 不 能 由 碳 的 含量 精确 知道 合金 的 强 
度 , 这 是 因为 合金 的 强度 还 受到 许多 其 他 因素 及 一 些 无 法 控制 的 随机 因素 的 影响 ,这 种 变量 


之 间 的 非 确定 关系 称 为 相关 关系 . 
回归 分 析 就 是 根据 已 得 的 试验 结果 以 及 以 往 的 经 验 建立 统计 模型 ,并 研究 变量 间 的 相 
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关 关 系 ,建立 起 变量 之 间 关 系 的 近似 表达 式 , 即 回归 方程 ,并 由 此 对 相应 的 变量 进行 预测 和 
控制 等 . 

回归 (regression) 一 词 是 英国 著名 人 类 学 家 和 气象 学 家 高 尔 顿 于 1885 年 引入 的 . 在 “ 身 
高 遗传 中 的 平庸 回归 ?这 一 论文 中 ,高 尔 顿 阐述 了 他 的 重大 发 现 : 虽然 高 个 子 的 先 代 会 有 高 
个 子 的 后 代 , 但 子 代 的 身高 不 像 其 父 代 ,而 是 趋向 于 比 他 们 的 父 代 更 加 平均 . 就 是 说 如 果 父 
亲 的 身材 高 大 到 一 定 程度 , 则 儿子 的 身材 要 比 父 亲 乱 小 一 些 ; 如 果 父 亲 的 身材 矮小 到 一 定 
程度 , 则 儿子 的 身材 要 比 父亲 高 大 一 些 . 他 用 “regression” 一 词 来 描述 子 代 身高 与 父 代 身 高 
的 这 种 关系 .这 就 是 回归 一 词 在 遗传 学 上 的 含义 ,回归 的 现代 意义 比 其 原始 意义 要 广泛 
得 多 . 

如 果 回 归 方 程 是 线性 方程 ,那么 把 这 种 统计 分 析 方 法 称 为 线性 回归 分 析 , 在 线性 分 析 
中 , 当 因 变量 和 多 个 变量 有 关 时 , 称 为 多 元 线性 回归 ; 而 当 因 变 量 和 一 个 自 变量 有 关 时 , 则 
称 为 一 元 线性 回归 . 本 节 主 要 介绍 一 元 线性 回归 模型 的 估计 、 检 验 以 及 相应 的 预测 和 控制 等 
问题 . 


9.2.1 一 元 线性 回归 的 数学 模型 
我 们 通过 一 个 具体 的 例子 来 说 明 一 元 线性 回归 模型 是 如 何 建立 的 . 


例 9-2-1 为 考察 某 种 灭 鼠 药 的 剂量 (单位 :mg) 与 老鼠 死亡 数 ( 单 位 : 只 ) 之 间 的 关系 ， 
取 多 组 老鼠 (每 组 25 只 ) 进 行 试验 , 测 得 数据 如 表 9-12 所 示 . 
表 9-12 
剂量 zz 4 6 8 10 12 14 16 18 
老鼠 死 
亡 数 y 3 6 8 14 16 20 21 


为 了 研究 这 些 数据 之 间 的 关系 ,将 剂量 x 作为 横 坐 标 , 老 鼠 死 亡 数 y 作为 纵 坐 标 , 在 平 
面 直角 坐标 系 中 作出 散 点 图 ,如 图 9-1 所 示 . 


20.0 。 ” 
175 

15.0 ఖ్‌ 
区 125 
00. 
నవే న్‌ 

5.0 శ్‌ 

25 శ 
న] 

剂量 /mg 
图 9-1 灭 鼠 药剂 量 与 老鼠 死亡 数 关系 散 点 图 
从 图 中 可 以 看 出 ,虽然 这 些 点 是 散乱 的 ,但 它们 大 致 在 一 条 直线 的 附近 , 即 表明 虽然 老 


鼠 死 亡 数 > 不 能 由 剂量 xz 确定 ,但 大 致 上 两 者 呈 一 线性 关系 . 如 果 我 们 假设 它们 的 偏离 是 
由 于 试验 中 的 其 他 随机 因素 影响 所 致 , 则 两 者 之 间 的 关系 可 假设 符合 : 


归 分 析 < 


రేట్‌ 
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y=atbhrite, i= 1,2,.,8. 
其 中 ,a,6 为 与 x 无 关 的 未 知 参数 ; s 为 误差 ,表示 其 他 因素 对 z; 取 值 的 影响 . 

一 般 地 ,我 们 假定 可 以 在 随意 指定 z 的 ”个 不 全 相等 的 值 zx ,za ，…，z 时 分 别 做 次 
独立 试验 ,把 这 次 试验 中 因 变 量 y 可 能 取 的 观察 结果 依次 记 为 y1 ,ys，…,y, , 称 对 变量 
组 (zi ,yi)，(Czayya)，w，, (zyyn) 为 容量 为 的 样本 . 

假设 对 每 一 个 值 ,随机 变量 y 有 确定 的 分 布 , 则 y 的 数学 期 望 EE(Y) 是 关于 xz 的 函 
数 , 记 为 x(z), 即 EE(Y) 二 jy(z). 通 常 称 y(z) 为 回归 函数 . 

为 了 进行 回归 分 析 , 我 们 作 如 下 两 个 假设 : 

(1) 线性 相关 假设 设 j(z)==a 十 bt, 这 里 a,b 是 与 x 无 关 的 未 知 参数 ; 

(2) 正 态 假设 ” 设 随机 变量 ఎస Cp(z) ,oz) ,这 里 二 是 与 x 无 关 的 未 知 参数 . 

引进 随机 变量 二 y 一 p(xz), 称 随机 变量 6 为 随机 误差. 由 于 > 一 NGe(z),o) ,所 以 ~ 
N(0, 吧 ) ,于 是 

?7 一 pz) 十 E 一 4 十 pr 十 es. 
综 上 所 述 ,一 元 线性 回归 的 数学 模型 可 以 归纳 为 
yy 一 4 十 巡 十 s， 
| ~ N(0,0). 
这 里 a,b,o? 是 与 x 无 关 的 未 知 参数 ,变量 zx 是非 随 机 变量 

如 果 根 据 样本 (Cz,y) (zo ,ys)，,…， (zsy,) 得 到 未 知 参数 a,5 和 o? 的 估计 量 分 别 为 

క 就 是 回归 函数 jCz) 二 a 十 bz 的 估计 . 通常 把 方程 


了 =6+ 放 称 为 y 关于 z 的 线性 回归 方程 ,简称 回归 方程 ,其 直线 称 为 回归 直线 , 称 六 一 2 十 所 ， 
为 回归 值 ,一 1,2， sw。 

9.2.2 未 知 参数 a,b 和 oa? 的 点 估计 

1. 未 知 参数 a.b 的 最 小 二 乘 估计 

给 定 样本 的 一 组 观察 值 Cz ,yi),(zayys),…,(Czsyw), 对 于 每 个 习 , 由 线性 回归 方程 都 
可 以 确定 回归 值 久 一 全 十 各，, 回 归 值 六 与 实际 值 y; 之 差 y; 一 各 二 y 一 6 一 如 ; 刻画 了 yi 与 回 


归 直 线 Y 一 2 十 如 的 偏离 度 . 人 们 希望 : 对 所 有 zi, 若 w 与 $; 的 偏离 越 小 , 则 回归 直线 与 所 
有 试验 点 拟 合 得 越 好 . 


ఉంట = 六 Cy 一 a 一 bi)*, 表示 所 有 观察 值 w 与 回归 直线 的 偏离 平方 和 , 它 
i=1 
刻画 了 所 有 观察 值 与 回归 直线 的 偏离 度 . 最 小 二 乘法 就 是 寻求 a 与 5 的 估计 人 与 5, 使 
(2 = minQ(a,b). 
根据 多 元 微分 学 中 求 极 值 的 方法 ,6,6 应 该 满足 下 列 方程 组 : 


= 
第 9 章 “方差 分 析 和 回归 分 析 ెలు 


整理 后 得 


此 方程 组 称 为 一 元 线性 回归 的 正则 方程 组 ,于 是 最 小 二 乘 估计 人 ,2 就 是 正则 方程 组 的 解 ， 
求 出 唯一 解 


i=l i=1 


z= సార, వ v， 二 > (గావో న శో, 
i=1 i= i=1 


Ly న న్‌ Sy Wy Ey St X)(yi—y) Dziys nzy, 
i i=] i=l i 


于 是 ,变量 > 关于 x 的 线性 回归 方程 为 


ప్ర = 人 十 如 ， 
从 上 面 的 推导 中 ,可 以 看 出 回归 直线 有 两 个 重要 的 特征 : 
(1) y; 偏离 回归 值 $; 的 总 和 为 零 , 即 


Se — 5) = 0; 
i=l 
(2) 平面 上 2 个 点 (zw),Czsyy) (zsys) 的 几何 中 心 (5 ,3) 落 在 回归 直线 上 , 即 
y=E+6z. 
例 9-2-2 求 出 例 9-2-1 中 的 老鼠 死亡 数 > 关于 剂量 z 的 线性 回归 方程 . 
解 已 知 x 一 8, 经 计算 得 
8 


8 8 

Y= Dl జ శ Ds జు 11 

న్‌ i=1 i=1 

8 8 1 8 8 
Dy 一 89， DF=1403, y= y=1.125, Dry = 1240, 
[ఆజ కే i=1 i=1 i=1 


8 
Lx = >) (డి = Dz —nz=1136—8x1l = 168, 
i=1 


8 
Ly = >) (రు = Dy —ny’ =1403—8X11.125 = 412.875, 


< 
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=. 


8 
Ly 三 >》) (z 一 司 (一 办 三 >Jzyi 一 2 二 了 三 1240 一 8X11X11.125 = 261， 
i=1 


i=1 


180 Db 全 -一 1.553, 人 一 了 一 0 二 一 11.125 一 1.553 X 11 一 一 5. 958. 
线性 回归 方程 为 
=5.908 15కు 
2. o 的 估计 
下 面 介绍 一 个 重要 的 公式 ,并 推导 出 的 无 偏 全 计量 为 字 一 -> 
定理 9-2-1( 平 方 和 分 解 公式 ) ”对 容量 为 的 样本 : (zi,y),(Czsye)，…Cznyyn)， 
总 成 立 


by (yi—y)’ = నై (yi — 9)? 市 (六 一 了)2. 
i=1 i=1 i=1 


可 以 证 明 
స B= 一 0， 
i=l] 
所 以 
న. 
记 Q= లె ఆటు. 称 Q 为 残 差 平方 和 或 者 剩余 平方 和 ; 记 UU = >) (y, 一?, 称 


౮ 为 回归 平方 和 . 由 平方 和 分 解 公式 可 知 : m ,yz ,…'> 和 y 的 偏差 平方 和 Lw 由 两 部 分 组 
成 ,其 中 一 部 分 是 由 > 和 zz 的 线性 关系 引起 的 回归 平方 和 U, 另 一 部 分 是 除 mi za ，…zw 以 
外 的 随机 因素 引起 的 残 差 平方 和 Q, 所 以 平方 和 分 解 公式 可 以 写成 


L» =U+Q. 
由 于 
సాం = ఉంటా (402) 一 zi 一 五 
则 
U= 》 యావ = లై డొ (యాను = బెర్న్‌ = లం 
i=1 i=1 
利用 平方 和 分 解 公 式 


Q=L»,—U=L,—tL»,, 
我 们 可 以 证 明 
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记 字 一 -9 , 称 为 估计 方差 . 因为 ౯07) El( 95 EC(Q) 一 咯 , 则 字 一 -2 为 王 估计 
72 了 2 了 2 


记 一 2 
量 , 且 为 无 偏 估计 量 . 
例 9-2-3 求 例 9-2-1 中 的 估计 方差 订 . 


解 = కాటు = 412.875—1.553 X 261 = 7.542, 


= క, 257, 


క్‌ న... 
య్‌. 对 := 沼 6 


9.2.3 线性 相关 假设 检验 
1. 线性 相关 假设 检验 的 基本 定理 


关于 线性 回归 方程 了 =6 十 如 的 讨论 是 在 线性 假设 y==a 十 bz 十 e,e~N(0,0?) 下 进行 
的 . 这 个 线性 回归 方程 是 否 有 实用 价值 ,首先 要 根据 有 关 专 业 知识 和 实践 来 判断 ,其 次 还 要 
根据 实际 观察 得 到 的 数据 运用 假设 检验 的 方法 来 判断 . 如 果 线 性 相关 假设 不 符合 实际 ,那么 
回归 系数 5 二 0. 因此 检验 线性 相关 假设 是 否 符合 实际 ,可 归纳 为 检验 统计 假设 ౧:00. 4) 
果 拒 绝 H,, 则 认为 线性 相关 假设 符合 实际 , 即 变 量 > 和 xz 之 间 存 在 着 显著 的 线性 相关 关 
系 ; 反之 , 当 接 受 有 ,时 , 则 认为 线性 相关 假设 不 符合 实际 , 即 变量 y 和 xz 之 间 不 存在 线性 
相关 关系 . 

下 面 介绍 一 个 重要 的 定理 ,以 构造 线性 相关 假设 检验 的 检验 统计 量 . 

定理 9-2-2 在 一 元 线性 回归 数学 模型 下 ， 

(1) . 
(బడ 6 

రో | 


(n—2)8 


(3) 二 人 相互 独立 (证 略 ). 


(2) ~X (n—2), 


2. 线性 相关 假设 检验 的 t 检验 法 
由 定理 9-2-2, 有 


Z= b—b = SVE VL ~ N(0,1), 


be 
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对 假设 గ :0 一 0, 我 们 取 统计 量 = 二 进行 检验 ,假设 检验 的 步骤 可 归纳 如 下 . 


(1) 提出 统计 假设 
Ho:b=0; Hi:b@A0. 
(2) 取 检 验 统计 量 . 当 ఈ 为 真 时 ， 
rT- 
o 
(3) 求 出 拒绝 域 . 在 显著 性 水 平 a 下 ,拒绝 域 为 
| 7 ౫/4(౮7-2. 
(4) 检验 : 计算 工 的 观察 值 :, 当 |:| 三 好 (2 一 2) 时 ,拒绝 如。, 认 为 线性 相关 假设 符合 实 
际 ,回归 效果 显著 ; 当 |4| 过 ws (n 一 2) 时 ,接受 HH, ,认为 线性 相关 假设 不 符合 实际 ,回归 效果 
不 显著 . 
造成 回归 效果 不 显著 的 原因 ,可 能 有 以 下 几 种 : 
(1) 影响 y 的 变量 除 zx 以 外 ,还 有 其 他 不 可 忽视 的 变量 ; 
(2) 变量 y 和 xz 的 相关 关系 不 是 线性 相关 ,而 是 非 线 性 相关 ; 


3. 线性 相关 假设 检验 的 F 检验 法 (又 称 方差 分 析 法 ) 
由 定理 9-2-2, 有 


(0 一 02L 
a? 


~ t(n— 2). 


2 (7 一 2)022 
X (1)， క్‌ 


స్లో (లం 
且 它们 相互 独立 ,所 以 


(6—b)L, /0 (లగ్న 


~ F(l,n—2), 


2 /0 —2) ౮ 
య... 
= దు 一 下 (1,2 一 2)， 
由 于 
ఆ. 
DL 一 U，? 一 一 7， 
于 是 
న్‌్‌ 
ఫ్‌ /a= 2 


所 以 统计 量 下 实际 上 是 回归 平方 和 ౮ 与 残 差 平方 和 Q 的 一 种 比较 ,当下 的 值 比较 大 
时 , 则 表明 z 对 y 的 线性 影响 较 大 ,因而 可 以 认为 线性 回归 的 效果 较 显著 ; 反之 ,当下 的 值 


2 
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很 小 时 , 则 认为 随机 误差 的 影响 不 可 忽视 ,就 没有 理由 认为 y 和 xz 之 间 存 在 线性 相关 关系 . 
这 一 种 通过 把 总 偏差 平方 和 中 的 两 个 平方 和 进行 比较 来 进行 显著 假设 检验 的 方法 通常 


称 为 方差 分 析 法 . 用 方差 分 析 法 进行 假设 检验 时 ,常用 表 9-13 所 示 的 形式 进行 检验 . 183 
表 9-13 一 元 绕 性 回归 方差 分 析 表 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 F 临界 值 
回归 因素 U 1 U 
随机 因素 Q n—2 నవా BD | do 一 2 
总 和 లాం ణా! 


当下 的 观察 值 / 宇 f.(1,n 一 2) 时 ,拒绝 గంగాజలం షమ. | లట 
著 ; 当 /二 f.(1,n 一 2) 时 ,接受 HH, ,认为 线性 相关 假设 不 符合 实际 ,回归 效果 不 显著 . 

例 9-2-4 在 显著 性 水 平 60.01 下 ,分 别 用 :检验 法 和 下 检验 法 检验 例 9-2-2 中 的 线 
性 回归 方程 效果 是 否 显著 . 

解 (1) :检验 法 

提出 统计 假设 

Ho:b=0; Hi:bA0. 

当 HH。 为 真 时 ,检验 统计 量 


T= LE ~ jn— 2) = 1206), 
o 


求 出 拒绝 域 : 
|T|2 tm 2) = to.0s (6) 一 3.7074， 
计算 观察 值 : 
[21౬ I = 全， 
25 
因为 


|| = 16. 621 > 3. 7074, 
所 以 拒绝 有 H, ,认为 变量 > 和 < 之 间 存 在 显著 的 线性 相关 关系 . 
(2) 下 检验 法 
可 一 好。 一 1.553X261 一 405.333，Q 一 7.542， 
F,(1,n—2) = Fuu(1,6) = 13.75， 
填 制 一 元 线性 回归 方差 分 析 表 ,如 表 9-14 所 示 . 


表 9-14 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 F 临界 值 
回归 因素 405. 333 i 405. 333 
随机 因素 9.542 6 1.257 322. 461 కష [క 
总 和 412. 875 
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因为 [一 322. 461 盖 13.75, 所 以 拒绝 ఈం > 和 xz 之 间 存 在 显著 的 线性 相关 关系 . 
9.2.4 预测 和 控制 
1. 预测 问题 


在 回归 问题 中 ,车 回归 方程 检验 效果 显著 ,这 时 回归 值 与 实际 值 就 拟 合 较 好 ,因而 可 以 
利用 它 对 因 变量 Y 的 新 观察 值 y。 进行 点 预测 或 者 区 间 预 测 . 

对 于 给 定 的 mm ,由 回归 方程 可 得 回归 值 负 一 人 十 如 。, 称 名 为 y 在 zw 处 的 预测 值 ,y 一 
నం 称 为 预测 误差 . 因为 无 法 知道 点 预测 的 精确 程度 ,点 预测 的 结果 往往 不 能 令 人 满意 . 所 
以 ,在 实际 问题 中 ,预测 的 真正 意义 就 是 在 一 定 的 显著 性 水 平 a 下 ,寻找 一 个 正 数 8(zo) ,使 
得 实际 观察 值 w 以 1 一 a 的 概率 落 在 区 间 ( 训 一 8(Czo) ,部 十 SCzo)) 内 , 即 

(| wm —% |<dr0)} = 1—a. 

在 一 元 线性 回归 模型 下 ,可 以 证 明 随 机 变量 


[జు నయా 一 :2 一 2)， 
A 1 (zo — XT) 
o* rh 
对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 就 有 
yo— Yo 


求 得 


6(z0) = జాబ ఢం 有 ++ 和 ee. 
于 是 ,yo 的 置信 度 为 (1 一 a) 的 预测 区 间 为 
(名 一 6(Czo),y 十 SCzo))， 
易 见 ,yo 的 预测 区 间 长 度 为 28(zo) ,对 于 给 定 的 ,ze 越 靠 近 样本 均值 工 ,8(Czo ) 越 小 ,预测 
间 长 度 越 小 ,效果 越 好 . 当 交 很 大 ,并 且 zo 较 接 近 工 时 ,有 


区 


న 一 1， 好 一 2) ఆర, 
预测 区 间 近 似 为 
(六 一 2 ఉత చాడ 0. 
预测 区 间 的 几何 解释 如 图 9-2 所 示 , 对 于 给 定 的 样 
本 值 ,如 果 把 ze 看 作 是 任 给 的 值 , 记 为 zx, 那 么 预测 区 
间 的 下 限 和 上 限 分 别 是 z 的 函数 : 

(zr) = yz) Or), టి 一 yCz) 十 SCz)， 
它们 的 图 形 称 为 预测 下 限 曲 线 和 预测 上 限 曲 线 ,这 两 条 
曲线 落 在 回归 直线 的 两 侧 ,形状 呈 喇 叭 形 . 当 x 二 时 ,两 
图 9.2 预测 下 限 旧 线 和 上 限 曲 线条 曲线 间 相距 最 罕 ; 当 x 越 远 离 二 时 ,两 曲线 间 相距 
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越 宽 . 
例 9-2-5 在 例 9-2-1 中 , 当 剂 量 为 9mg 时 , 求 老 鼠 死 亡 数 的 预测 值 和 置信 度 为 99% 的 
置信 区 间 . 
解 由 例 9-2-2 知 ,线性 回归 方程 为 
y=—5.958 十 1.553z，, 
且 经 过 检验 ,y 和 zz 之 间 存 在 显著 的 线性 相关 关系 ,yo 的 置信 和 度 为 (1 一 a) 的 置信 区 间 为 
(yo 一 6(zo) ,Yo 十 (zo)), 经 计算 ,得 
3|ss = 8.019, 1—a=0.99, a=0.01, 


查 表 得 
(= = = .07 
则 
ము యా, కనీ 
వ EN sf) 
2 72 A 
es 了 
= ౩, 70740 4.257 x 1+ 计 + Ts = శీకనే 


所 以 预测 区 间 为 
(8.019 士 4.411) = (3. 608.12. 430). 


2. 控制 问题 

控制 问题 是 预测 问题 的 反问 题 ,所 考虑 的 问题 是 : 如 果 要 求 将 y 控制 在 某 一 范围 内 , 问 
工 应 该 控制 在 什么 范围 ? 

这 里 我 们 仅 对 很 大 的 情形 给 出 控制 方法 . 对 于 一 般 情形 ,也 可 以 类 似 地 进行 讨论 . 

对 于 给 定 区 间 (yi ,ys) 和 和 置信 度 1 一 a, 并 利用 近似 预测 区 间 , 令 


yi = 248 ా దళ “0, 


ya = 2 十 如 十 三 “0, 


Xl = L(y 一 2 十 2 。0)， 
b 


Xz 一 పేట డడ 0). 


b 


కాం 时 ,控制 范围 为 (zi ,zs); 当 56 二 0 时 ,控制 范围 为 (zs ,zx1). 在 实际 应 用 中 ,必须 
要 求 区 间 (y,y;) 的 长 度 大 于 2Zs* 0, 否则 控制 区 间 不 存在 . 


习 题 9-2 


1. 在 一 元 线性 回归 模型 中 , 求 未 知 参数 a,b 的 极 大 似 然 估计 量 . 
2. 在 一 元 线性 回归 模型 中 ,证 明 未 知 参数 ,2 的 最 小 二 乘 估计 量 人 ,2 都 是 随机 变量 yi， 


కాక 
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y2，"… ,yn 的 线性 函数 : 


i a_ rl Zz(x— Zz) 
రొ 之 క ఫం a ప Le |. 


rr 


3. 在 一 元 线性 回归 模型 中 ,证 明 


Dy — 3 —5) = 0. 

4. 炼 钢 基 本 上 是 个 氧化 脱 碳 的 过 程 , 钢 液 原来 含 碳 量 的 多 少 直接 影响 到 冶炼 时 间 的 长 
短 . 现 查阅 了 某 平 炉 34 炉 原 来 钢 液 含 碳 率 z( 单 位 : 0.01%) 和 冶炼 时 间 y( 单 位 : min) 的 生 
产 记录 ,经 计算 得 

z=150.09, 了 = 158.23, ఓ = 25462.7， L,, = 500940, క = 32325. 3. 

(1) 求 y 倚 z 的 回归 方程 ; 

(2) 计算 回归 平方 和 避 、 残 差 平 方 和 Q 及 估计 方差 空 

(3) 在 显著 性 水 平 460.05 下 ,用 下 检验 法 检验 线性 回归 关系 的 显著 性 . 

5. 为 了 研究 温度 对 某 个 化 学 过 程 的 生产 量 的 影响 , 测 得 数据 (规范 形式 ) 如 表 9-15 
所 示 . 


表 9-15 


产量 > 1 5 4 7 10 8 9 13 14 13 18 


(1) 求 > 关 于 z 的 回归 方程 ; 

(2) 在 显著 性 水 平 60.05 下 ,用 下 检验 法 检验 线性 回归 关系 的 显著 性 . 

6. 随机 抽查 某 地 10 名 成 年 男性 的 身高 (单位 : m) 与 体重 y( 单 位 ; kg) 数 据 如 表 9-16 
所 示 . 

表 9-16 


身高 工 1.78 1.69 1.80 1.75 1.84 1.65 1.73 1.70 1.78 1.85 


体重 y 65 58 74 70 73 54 61 64 75 82 


(1) 求 y 关 于 xz 的 回归 方程 ; 
(2) 在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 ,用 下 检验 法 检验 线性 回归 关系 的 显著 性 ; 
(3) 当 zo 二 1.70 时 , 求 yo 的 置信 和 度 为 95% 的 预测 区 间 . 


7. 证 明 : 预测 值 和 =6 十 妈 。 是 y(zo) 二 a 十 bzo 的 无 偏 估计 量 . 


附 表 1 泊 松 分 布 表 
1-5-1) = లై స్టైలో 

z | 4=0.1 4=0.2 4=0.3 4=0.4 4=0.5 4=0.6 4=0.7 

0 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 
1 | 0.095163 | 0.181269 | 0.259182 | 0.329680 | 0.393469 | 0.451188 | 0.503415 
2 | 0.004679 | 0.017523 | 0.036936 | 0.061552 | 0.090204 | 0.121901 | 0.155805 
3 | 0.000155 | 0.001148 | 0.003599 | 0.007926 | 0.014388 | 0.023115 | 0.034142 
4 | 0.000004 | 0.000057 | 0.000266 | 0.000776 | 0.001752 | 0.003358 | 0.005753 
5 | 0.000000 | 0.000002 | 0.000016 | 0.000061 | 0.000172 | 0.000394 | 0.000786 
6 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000001 | 0.000004 | 0.000014 | 0.000039 | 0.000090 
7 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000001 | 0.000003 | 0.000009 
8 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000001 
z | 4=0.8 4=0.9 4=1.0 4=1.2 4=1.4 4=1.6 4=1.8 

0 | 1000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 
1 | 0.550671 | 0.593430 | 0.632121 | 0.698806 | 0.753403 | 0.798103 | 0.834701 
2 | o.191208 | 0.227518 | 0.264241 | 0.337373 | 0.408167 | 0.475069 | 0.537163 
3 | 0.047423 | 0.062857 | 0.080301 | 0.120513 | 0.166502 | 0.216642 | 0.269379 
4 | 0.009080 | 0.013459 | 0.018988 | 0.033769 | 0.053725 | 0.078813 | 0.108708 
5 | 0.001411 | 0.002344 | 0.003660 | 0.007746 | 0.014253 | 0.023682 | 0.036407 
6 0.000184 0.000343 0.000594 0.001500 0.003201 0.006040 0.010378 
7 | 0.000021 | 0.000043 | 0.000083 | 0.000251 | 0.000622 | 0.001336 | 0.002569 
8 0. 000002 0. 000005 0. 000010 0. 000037 0. 000107 0. 000260 0. 000562 
9 0. 000000 0. 000000 0. 000001 0. 000005 0. 000016 0. 000045 0. 000110 
10 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000001 0. 000002 0. 000007 0. 000019 
11 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000003 
zr | 4=2.0 4=2.5 4=3.0 4=3.5 4=4.0 A=4.5 4=5.0 

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1 | 0.864665 | 0.917915 | 0.950213 | 0.969803 | 0.981684 | 0.988891 | 0.993262 
2 | 0.593994 | 0.712703 | 0.800852 | 0.864112 | 0.908422 | 0.938901 | 0.959572 
3 | 0.323324 | 0.456187 | 0.576810 | 0.679153 | 0.761897 | 0.826422 | 0.875348 
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续 表 
చ AM 一 2.0 AM 一 2.5 一 3.0 一 3.5 2 一 4.0 一 4.5 24=5.0 
188 4 0.142877 0.242424 0.352768 0.463367 0.566530 0.657704 0.734974 
i 5 0.052653 0.108822 0.184737 0.274555 0.371163 0.467896 0.559507 
6 0.016564 0.042021 0.083918 0.142386 0.214870 0.297070 0.384039 
7 0.004534 0.014187 0.033509 0.065288 0.110674 0.168949 0.237817 
8 0.001097 0.004247 0.011905 0.026739 0.051134 0.086586 0.133372 
9 0.000237 0.001140 0.003803 0.009874 0.021363 0.040257 0.068094 
10 0.000046 0.000277 0.001102 0.003315 0.008132 0.017093 0.031828 
11 0.000008 0.000062 0.000292 0.001019 0.00284 0.006669 0. 013695 
12 0. 000001 0. 000013 0. 000071 0. 000289 0. 000915 0. 002404 0. 005453 
13 0. 000000 0. 000002 0. 000016 0. 000076 0. 000274 0. 000805 0. 002019 
14 0.000000 0.000000 0.000003 0.000019 0.000076 0.000252 0.000698 
15 0. 000000 0. 000000 0. 000001 0. 000004 0. 000020 0. 000074 0. 000226 
16 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000001 0. 000005 0. 000020 0. 000069 
17 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000001 0. 000005 0. 000020 
18 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000001 0. 000005 
19 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000001 


附 表 2 标准 正 态 分 布 表 


= ln 
®(z) = 三 హ్‌ dr 
区 0 1 2 3 4 క్‌ 6 7 
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0. 5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0. 0. 
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0. 5557 | 0. 5596 | 0. 5636 | 0. 5675 | 0. 0. 
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0. 5910 | 0. 5948 | 0. 5987 | 0. 6026 | 0.6064 | 0. 0. 
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0. 6255 | 0. 6293 | 0. 6331 | 0.6368 | 0. 6406 | 0.6443 | 0. 0. 
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0. 6628 | 0. 6664 | 0. 6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0. 0. 
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0. 6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0. 0. 
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0. 0. 
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0. 0. 
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0. 0. 
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0. 0. 
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0. 8461 | 0. 8485 | 0. 8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0. 0. 
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0. 0. 
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0. 0. 
13 | 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0. 0. 
14 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0. 0. 
1.5 | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0. 0. 
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0. 9474 | 0. 9484 | 0. 9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0. 0. 
1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0. 9573 | 0.9582 | 0. 9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0. 0. 
1.8 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0. 0. 
1.9 | 0.9713 | 0.9719 | 0. 9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0. 0. 
2.0 | 0.9772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0. 9793 | 0. 9798 | 0. 9803 | 0.9808 | 0. 0. 
2.1 |0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0. 9842 | 0. 9846 | 0.9850 | 0. 0. 
2.2 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0. 0. 
2.3 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0. 0. 
2.4 | 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0. 9929 | 0. 9931 | 0. 9932 | 0. 0. 
2.5 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0. 0. 
2.6 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0. [i 
ST 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0. 0. 
2.8 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0. 0. 
2.9 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0. 0. 
3.0 0.9987 | 0. 9990 | 0. 9993 | 0. 9995 | 0.9997 | 0. 9998 | 0.9998 | 0.9999 | 0. ls 
注 : 表 中 末 行 为 函数 值 (3. 0),అ(3. 1) ,--,అ(3. 9). 
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附 表 3 上 分 布 表 
త(2(7)వాణ (7) ) =4 
జ్జ 0.25 水 1 0.05 0. 025 0.01 0. 005 

1 1.0000 3.0777 6.3138 12. 7062 31. 8205 63. 6567 
2 0. 8165 1. 8856 2. 9200 4. 3027 6. 9646 9. 9248 
3 0. 7649 1. 6377 2. 3534 3. 1824 4. 5407 5. 8409 
4 0.7407 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041 
5 0.7267 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4. 0321 
6 0.7176 1. 4398 1. 9432 2. 4469 3. 1427 3. 7074 
7 0. 7111 1. 4149 1. 8946 2. 3646 2. 9980 3. 4995 
8 0. 7064 1. 3968 1. 8595 2. 3060 2. 8965 3. 3554 
9 0. 7027 1. 3830 1. 8331 2. 2622 2. 8214 3. 2498 
10 0. 6998 1. 3722 1. 8125 2. 2281 2. 7638 3. 1693 
11 0.6974 1. 3634 1. 7959 2. 2010 2.7181 3. 1058 
12 0. 6955 1. 3562 1. 7823 2. 1788 2. 6810 3. 0545 
13 0. 6938 1. 3502 1. 7709 2. 1604 2. 6503 3. 0123 
14 0. 6924 1. 3450 1.7613 2. 1448 2. 6245 2. 9768 
15 0. 6912 1. 3406 1.7531 2. 1314 2. 6025 2. 9467 
16 0. 6901 1. 3368 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208 
17 0. 6892 1. 3334 1.7396 2. 1098 2. 5669 2. 8982 
18 0. 6884 1. 3304 1. 7341 2. 1009 2. 5524 2. 8784 
19 0. 6876 1. 3277 1. 7291 2. 0930 2. 5395 2. 8609 
20 0. 6870 1. 3253 క. 7247 2. 0860 2. 5280 2. 8453 
21 0. 6864 1. 3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314 
22 0. 6858 1. 3212 1.7171 2.0739 2. 5083 2.8188 
23 0. 6853 1. 3195 క. 7139 2. 0687 2. 4999 2. 8073 
24 0. 6848 1. 3178 1. 7109 2. 0639 2. 4922 2. 7969 
25 0. 6844 1. 3163 1.7081 2. 0595 2. 4851 2.7874 
26 0. 6840 1. 3150 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787 
27 0.6837 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707 
28 0.6834 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633 
29 0.6830 1.3114 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564 
30 0. 6828 1. 3104 1. 6973 2. 0423 2. 4573 2. 7500 
31 0. 6825 1. 3095 1. 6955 2. 0395 2. 4528 2. 7440 
32 0. 6822 1. 3086 1. 6939 2. 0369 2. 4487 2. 7385 
33 0. 6820 1. 3077 1. 6924 2.0345 2. 4448 2.7333 
34 0. 6818 1. 3070 1. 6909 2. 0322 2. 4411 2.7284 
35 0. 6816 1. 3062 1. 6896 2. 0301 2. 4377 2. 7238 
36 0. 6814 1. 3055 1. 6883 2. 0281 2. 4345 2. 7195 
37 0. 6812 1. 3049 1. 6871 2. 0262 2. 4314 2. 7154 
38 0. 6810 1. 3042 1. 6860 2. 0244 2. 4286 27116 
39 0. 6808 1. 3036 1. 6849 2. 0227 2. 4258 2. 7079 
40 0. 6807 1. 3031 1. 6839 2. 0211 2. 4233 2. 7045 
41 0.6805 1. 3025 1. 6829 2. 0195 2. 4208 2. 7012 
42 0. 6804 1. 3020 1. 6820 2. 0181 2. 4185 2. 6981 
43 0. 6802 1. 3016 1. 6811 2. 0167 2. 4163 2. 6951 
44 0. 6801 1. 3011 1. 6802 2. 0154 2. 4141 2. 6923 
45 0. 6800 1. 3006 1. 6794 2. 0141 2. 4121 2. 6896 


附 表 4 ?分 布 表 
PIX 0)>X ()) =౬ 


0.995 0.99 0. 975 0.95 0.9 0.75 
1 0. 0000 0. 0002 0. 0010 0. 0039 0. 0158 0. 1015 
2 0. 0100 0. 0201 0. 0506 0. 1026 0. 2107 0. 5754 
3 0.0717 0.1148 0.2158 0.3518 0.5844 1.2125 
4 0.2070 0.2971 0.4844 0.7107 1.0636 1.9226 
5 0.4118 0.5543 0.8312 1.1455 1.6103 2.6746 
6 0.6757 0. 8721 1. 2373 1. 6354 2. 2041 3. 4546 
7 0. 9893 1. 2390 1. 6899 2. 1673 2. 8331 4. 2549 
8 1.3444 1.6465 2.1797 2.7326 3. 4895 5. 0706 
9 1.7349 2. 0879 2. 7004 3. 3251 4. 1682 5. 8988 
10 2. 1558 2. 5582 3. 2470 3. 9403 4. 8652 6. 7372 
11 2. 6032 3. 0535 3. 8157 4. 5748 5. 5778 7. 5841 
12 3.0738 3. 5706 4.4038 5. 2260 6. 3038 8. 4384 
13 3. 5650 4. 1069 5. 0087 5. 8919 7. 0415 9. 2991 
14 4.0747 4. 6604 5.6287 6. 5706 7. 7895 10. 1653 
15 4. 6009 5. 2294 6. 2621 7. 2609 8. 5468 11. 0365 
16 5. 1422 5. 8122 6. 9077 7. 9616 9. 3122 11.9122 
7 5.6973 6.4077 7.5642 8.6718 10. 0852 12.7919 
18 6.2648 7.0149 8.2307 9. 3904 10. 8649 13. 6753 
19 6. 8439 7. 6327 8. 9065 10. 1170 11. 6509 14. 5620 
20 7. 4338 8. 2604 9. 5908 10. 8508 12. 4426 15. 4518 
21 8. 0336 8. 8972 10. 2829 11. 5913 13. 2396 16. 3444 
22 8. 6427 9. 5425 10. 9823 12. 3380 14. 0415 17. 2396 
23 9. 2604 10. 1957 11. 6885 13. 0905 14. 8480 18. 1373 
24 9. 8862 10. 8563 12. 4011 13. 8484 15. 6587 19. 0373 
25 10. 5196 11. 5240 13. 1197 14. 6114 16. 4734 19. 9393 
26 11. 1602 12. 1982 13. 8439 15. 3792 17. 2919 20. 8434 
27 11. 8077 12. 8785 14. 5734 16. 1514 18. 1139 21. 7494 
28 12. 4613 13. 5647 15. 3079 16. 9279 18. 9392 22. 6572 
29 13. 1211 14. 2564 16. 0471 17. 7084 19. 7677 23. 5666 
30 13. 7867 14. 9535 16. 7908 18. 4927 20. 5992 24. 4776 
31 14.4577 15. 6555 17.5387 19. 2806 21. 4336 25. 3901 
32 15. 1340 16. 3622 18. 2908 20. 0719 22. 2706 26. 3041 
33 15. 8152 17. 0735 19. 0467 20. 8665 23. 1102 27. 2194 
34 16. 5013 17. 7891 19. 8062 21. 6643 23. 9522 28. 1361 
35 17.1917 18. 5089 20. 5694 22. 4650 24. 7966 29. 0540 
36 17. 8868 19. 2326 21. 3359 23. 2686 25. 6433 29. 9730 
37 18. 5859 19. 9603 22. 1056 24. 0749 26. 4921 30. 8933 
38 19. 2888 20. 6914 22. 8785 24. 8839 27. 3430 31. 8146 
39 19. 9958 21. 4261 23. 6543 25. 6954 28. 1958 32. 7369 
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续 表 
0.995 0.99 0.975 0.95 0.9 0.75 
40 20. 7066 22. 1642 24. 4331 26. 5093 29. 0505 33. 6603 
41 21. 4208 22. 9056 25. 2145 27. 3256 29. 9071 34. 5846 
42 22. 1384 23. 6501 25. 9987 28. 1440 30. 7654 35. 5099 
43 22. 8596 24. 3976 26. 7854 28. 9647 31. 6255 36. 4361 
44 23. 5836 25. 1480 27. 5745 29.7875 32. 4871 37. 3631 
45 24. 3110 25. 9012 28. 3662 30. 6123 33. 3504 38. 2910 
౯ 0.25 dl 0.05 0.025 0.01 0.005 

క్లే 1. 3233 2. 7055 3. 8415 5. 0239 6. 6349 7. 8794 
2 2.7726 4. 6052 5. 9915 7. 3778 9. 2104 10. 5965 
3 4. 1083 6. 2514 7.8147 9. 3484 11. 3449 12. 8381 
4 5, 3853 7. 7794 9. 4877 11. 1433 13. 2767 14. 8602 
5 6.6257 9. 2363 11.0705 12. 8325 15. 0863 16. 7496 
6 7. 8408 10. 6446 12. 5916 14. 4494 16. 8119 18. 5475 
7 9. 0371 12. 0170 14. 0671 16. 0128 18. 4753 20. 2777 
8 10. 2189 13. 3616 15. 5073 17. 5345 20. 0902 21. 9549 
9 11. 3887 14. 6837 16. 9190 19. 0228 21. 6660 23. 5893 
10 12. 5489 15. 9872 18. 3070 20. 4832 23. 2093 25. 1881 
11 13. 7007 17. 2750 19. 6752 21. 9200 24. 7250 26. 7569 
12 14. 8454 18. 5493 21. 0261 23. 3367 26. 2170 28. 2997 
13 15. 9839 19. 8119 22. 3620 24. 7356 27. 6882 29. 8193 
14 17. 1169 21. 0641 23. 6848 26. 1189 29. 1412 31. 3194 
15 18. 2451 22. 3071 24. 9958 27. 4884 30. 5780 32. 8015 
16 19. 3689 23. 5418 26. 2962 28. 8453 31. 9999 34. 2671 
17 20. 4887 24. 7690 27. 5871 30. 1910 33. 4087 35. 7184 
18 21. 6049 25. 9894 28. 8693 31. 5264 34. 8052 37. 1564 
19 22. 7178 27. 2036 30. 1435 32. 8523 36. 1908 38. 5821 
20 23. 8277 28. 4120 31. 4104 34. 1696 37. 5663 39. 9969 
21 24. 9348 29. 6151 32. 6706 35. 4789 38. 9322 41. 4009 
22 26. 0393 30. 8133 33. 9245 36. 7807 40. 2894 42. 7957 
23 27. 1413 32. 0069 35. 1725 38. 0756 41. 6383 44. 1814 
24 28. 2412 33. 1962 36. 4150 39. 3641 42. 9798 45. 5584 
25 29. 3388 34. 3816 37. 6525 40. 6465 44. 3140 46. 9280 
26 30. 4346 35. 5632 38. 8851 41. 9231 45. 6416 48. 2898 
27 31. 5284 36. 7412 40. 1133 43. 1945 46. 9628 49. 6450 
28 32. 6205 37. 9159 41. 3372 44. 4608 48. 2782 50. 9936 
29 33. 7109 39. 0875 42. 5569 45. 7223 49. 5878 52. 3355 
30 34. 7997 40. 2560 43. 7730 46. 9792 50. 8922 53. 6719 
31 35. 8871 41. 4217 44. 9853 48. 2319 52. 1914 55. 0025 
32 36. 9730 42. 5847 46. 1942 49. 4804 53. 4857 56. 3280 


附录 
续 表 
0. 25 0.1 0.05 0.025 0.01 0. 005 

33 38.0575 43. 7452 47. 3999 50. 7251 54.7754 57. 6483 
34 39. 1408 44. 9032 48. 6024 51. 9660 56. 0609 58. 9637 
35 40. 2228 46. 0588 49. 8018 53. 2033 57. 3420 60. 2746 
36 41. 3036 47. 2122 50. 9985 54. 4373 58. 6192 61. 5811 
37 42. 3833 48. 3634 52. 1923 55. 6680 59. 8926 62. 8832 
38 43. 4619 49. 5126 53. 3835 56. 8955 61. 1620 64. 1812 
39 44. 5395 50. 6598 54, 5722 58. 1201 62. 4281 65. 4753 
40 45. 6160 51. 8050 55. 7585 59. 3417 63. 6908 66. 7660 
41 46. 6916 52. 9485 56. 9424 60. 5606 64. 9500 68. 0526 
42 47. 7662 54. 0902 58. 1240 61. 7767 66. 2063 69. 3360 
43 48. 8400 55. 2302 59. 3035 62. 9903 67. 4593 70. 6157 
44 49. 9129 56. 3685 60. 4809 64. 2014 68. 7096 71. 8923 
45 50. 9849 57. 5053 61.6562 65. 4101 69.9569 73. 1660 
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附 表 6 相关 系数 检验 表 


P{|r|>r,})=a 
2 0.25 0.1 0.05 0. 025 0.01 0. 005 党 

1 0.9239 0.9877 0.9969 0.9992 0.9999 1.0000 
2 0.7500 0. 9000 0.9500 0.9750 0. 9900 0. 9950 
3 0. 6347 0. 8054 0. 8783 0. 9237 0. 9587 0. 9740 
4 0.5579 0.7293 0.8114 0. 8680 0. 9172 0. 9417 
5 0. 5029 0. 6694 0. 7545 0. 8166 0. 8745 0. 9056 
6 0. 4612 0. 6215 0.7067 0. 7713 0. 8343 0. 8697 

7 0. 4284 0. 5822 0. 6664 0. 7318 0. 7977 0. 8359 
8 0. 4016 0. 5494 0. 6319 0. 6973 0. 7646 0. 8046 
9 0.3793 0.5214 0.6021 0.6669 0.7348 0.7759 
10 0. 3603 0. 4973 0. 5760 0. 6400 0. 7079 0. 7496 
11 0.3438 0.4762 0.5529 0.6159 0. 6835 0. 7255 
12 0. 3295 0. 4575 0. 5324 0. 5943 0. 6614 0. 7034 
13 0. 3168 0. 4409 0. 5140 0. 5748 0. 6411 0. 6831 
14 0. 3054 0. 4259 0. 4973 0. 5570 0. 6226 0. 6643 
15 0. 2952 0. 4124 0. 4821 0. 5408 0. 6055 0. 6470 
16 0. 2860 0. 4000 0. 4683 0. 5258 0. 5897 0. 6308 
17 0. 2775 0. 3887 0. 4555 0. 5121 0. 5751 0. 6158 
18 0. 2698 0. 3783 0. 4438 0. 4993 0. 5614 0. 6018 
1 0.2627 0.3687 0.4329 0.4875 0.5487 0.5886 
20 0.2561 0.3598 0.4227 0.4764 0.5368 0.5763 
21 0.2500 0.3515 0.4132 0.4660 0.5256 0.5647 
22 0.2443 0.3438 0.4044 0.4563 0.5151 0.5537 
23 0.2390 0.3365 0.3961 0.4472 0.5052 0.5434 
24 0.2340 0.3297 0.3882 0.4386 0. 4958 0. 5336 
25 0. 2293 0. 3233 0. 3809 0. 4305 0. 4869 0. 5243 
26 0. 2248 0. 3172 0. 3739 0. 4228 0. 4785 0. 5154 
27 0. 2207 0. 3115 0. 3673 0. 4155 0. 4705 0. 5070 
28 0. 2167 0. 3061 0. 3610 0. 4085 0. 4629 0. 4990 
29 0. 2130 0. 3009 0. 3550 0. 4019 0. 4556 0. 4914 
30 0. 2094 0. 2960 0. 3494 0. 3956 0. 4487 0. 4840 
35 0. 1940 0. 2746 0. 3246 0. 3681 0. 4182 0. 4518 
40 0. 1815 0. 2573 0. 3044 0. 3456 0. 3932 0. 4252 
45 0. 1712 0. 2429 0. 2876 0. 3267 0. 3721 0. 4028 
50 0. 1624 0. 2306 0. 2732 0. 3106 0. 3542 0. 3836 
60 0. 1483 0. 2108 0. 2500 0. 2845 0. 3248 0. 3522 
70 0. 1373 0. 1954 0. 2319 0. 2641 0. 3017 0. 3274 
80 0. 1285 0. 1829 0. 2172 0. 2475 0. 2830 0. 3072 
90 0. 1211 0. 1726 0. 2050 0. 2336 0. 2673 0. 2903 
100 0. 1149 0. 1638 0. 1946 0. 2219 0. 2540 0. 2759 
150 0. 0939 0. 1339 0. 1593 0. 1818 0. 2083 0. 2266 
200 0. 0813 0. 1161 0. 1381 0. 1577 0. 1809 0. 1968 


习题 答案 


习题 1-1 

1. (1) S={0,1,2,3,4,5}; (2) 共有 365” 个 样本 点 . 

2. (1) AB; (2) AB; (3) ABUAB; (4) AUB. 

3. (1) ABC; (2) ABC; (3) ABC; (4) ABCUABCUABC; (ఈ) AUBUC:; 
(6) ABCUABCU ABCU 486, (7) ABCUABCUABCUABC; (8) ABC. 
习题 1-2 

1. (1) 45%; (2) 75%; (3) 70%; (4) 25%. 

2 006 

3. P(AB)=p+q—r; P(AB)=r—g; P(AB)=r—p; P(AB)=1—r. 

4. P(AUB)=p+qg; P(AUB)=1—g; P(AB)=g; P(AB)=1—(p+gq). 


习题 1-3 
99 
యూ 
9 1 | 2 
2. 《1) ర (2) క (3) 20; (4) 21 
1 6 
3. (1) కో (2) 本 5 
1 
4. గ్ర" 
5 2205 
”68068” 
క్‌ి 
6. 1 一 3652 8 
7 21 11 
(4కు! 21 (2) 10; (3) 60: 
12 3 373 
8. (1) 385 (2) రర (3) 385- 
2 1 
9. 3 本 ln3. 
4 
10. 可 


1 26 8 
Ll 275 (2) 27; (3) లగా 
习题 1-4 
1. 0.36. 


习题 答案 మె 
-全 三 
4 工 
二 
109 | 
5. 25" 207 
16 
కస. 


7. (1) 0.4; (2) 0. 49. 
8. (0) 1% (9). 2.5%: (3) 40%: 


నా 
ji 
co| 一 
| 


10. 80%. 
习题 1-5 
క 是: 
ట్ర 
రచ్చా 
7 
3. చా 
1 Li 
4. (1) 10; (2) 和 ， 


5. (1) 系统 工 : 0.378; (2) 系统 卫 : 0.788. 

6. 7 之 11. 

7. 0. 168. 

8. 0. 0779. 

习题 2-1 

1. (1) 设 X 为 将 三 个 球 随 机 地 放 入 三 个 格子 中 后 剩余 的 空格 数 , 则 
A= {X=1} B={X=2}, C= (= 0), 

(2) 设 Y 为 进行 5 次 试验 ,其 中 成 功 的 次 数 , 则 

D={Y=1}, కావ (గహా1), క= {(Y<4). 


习题 2-2 


00|ల| 一 
= 
总 
లు 


19 
27° 

0. 8740. 

0. 384039. 

(1) 0. 2240; (2) 0. 7169. 
0. 9439. 


ma 


కాక 
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习题 2-3 
x | 1 2 3 4 


0.1 0.2 0.3 0.4 


0, పు క్షం 
రశ శత వాలి 
F(z) = Dps = 10.3, 2<zr<3, 0.3;0.3;0.6. 
一 0.6, 3క్ష2 యశ, 
కై ZX 


2. (1) A=0,B=1,C=1; (2) స 


3. (1) A= 工 ,B= 工 ; (2) 工 . 
7 క్‌ 


2 
Os TZ<0， 
4. 下 (z) 一 హు, 0 委 z<4， 
Ws పాశ 
习题 2-4 
0， < 
1. (1) A=3, (2) స, (3) వాటు= (సవితా. —1<zr<1, 
et 4 
క 之 1. 
2.(1) A=1; B=—1; (2) 0.4712; (3) f(z)=|*e 二， z>0， 
0, <0. 


3. 0.6. 

4. 0. 3679; 0. 2325. 

5. 0.3015; 0. 0668; 0. 3413. 

6. 78 分 . 

7. 有 70min 时 ,地 铁 较 好 . 只 有 65min 时 ,公交 较 好 . (提示 : 计算 按时 到 的 概率 越 大 


越 好 . ) 


习题 2-5 


lL.() yl|1 3 5 7 9 1 


~ 
(కా 
గూ 
~ 
~ 


ls శ a ౩269 9 


y 一 8 
16， 
ఓ (=| 32 న 
0, 其 他 . 
ee 209 
e ,yy>0, 
3. (1) Fr(Cy) 王 1yV2r 
0， y<0; 
క్షే i 
i ls 
(2) fy(y)=152 Vr(y—1) 
0， y<1. 
和 9 
—rfx(ys), y 天 0， 
ఉట) =? 8 
0, y 一 0. 
5. 证 略 
习题 3-1 
1. 《1) 
0 1 
XxX 
2 4 
న 5 కక్‌ 
4 1 
శ 15 5 
11 
(2) 15" 
2. 
స యాలాల ) (l=e*)(l=e > మారుట Cay 2 
。 一 0 అలం వ్యా. క్‌ 
9 (0. 其 他 ; 5 
= 3 ， , (4) 2 
4. (1) లె $ (2) ర (3) 1; (4) 本 


习题 3-2 
1.(X,Y) 关 于 X 的 边缘 分 布 律 为 


名 | త ల్ల 


శా 
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关于 了 的 边缘 分 布 律 为 
0 2 
210 
లా శ్‌ [| 1 
| శం ౩ 12 
న. (వ్‌ 人 0<y<2， 
2: Po-| 3 ౪౮ క 3 
0, 其 他 ; 0， 其 他 . 
3 టు) e*, Z>0， టు ఎలాం y~>0, 
» X= = 
శ్‌ 加 xz<0; > (0 y<0. 
6(zx—zx’), 0<z<1, = తుళు, 
టి -| వాను మ7ము pe 6(Wy—y), 0<y<1l 
0, 其 他 ; 0， 其 他 . 
习题 3-3 
了 
Xx = 0 1 
P{X=zx|lY=1} 1 0 0 
(2) 
0 1 2 
P{Y=y|X=0} | 1 0 0 


1 
2. 当 0<y< 记 时 ,fxiv(z|y)= I” Cl 2 
0; 其 他 ; 
= ey 
Et = ~ 2 
0, 其 他 . 
న క 
కధ sey ల ఎగ్‌ ‘(| 3 
0， 其 他 ; 0， ”其 他 ; 
2 1 1 
(2) 当 0<zx<1 Glo 9 0O<oy<7， 
0， 其 他 ; 0， ”其 他 . 
_ 0 一 > 一 xz 一 1， 一 lny， 0 一 > 一 1， 
4. frzy) 一 Pix(y|z)。FxCz) 一 | 工 టు] 
శ 其 他 ， ౦ వ 
习题 3-4 
1. XX 与 Y 不 相互 独立 . 


1 
的 
& rw a 


0， 其 他 ; 
(2 一 |z|)，|zl<2, 
0, 其 他 ; 


(3) X 与 站 不 相互 独立 . 


కేల నే 
.pp 36; 4 一 18- 


习题 3-5 


(2) ఈల. 


fyly 


l, 
Zi చో 0 1 


3 


0.14 0.06 0.21 


2 一 z<<3， 


0， 其 他 . 
0， z 委 0， 

3. jz(z) 一 15(1 一 e 5)， 0<z<0.2, 
5E CE 一 O02 
Che S04 

| <<0; 

0 一 > 委 1， 


4. Fz(z)= 


1<xz<2, అ= 


0， 其 他 ; 
6. (|) 
习题 4-1 


fz(z)= 


0.44 0.15 


1. E(X)=0. 85; E(2X+1)=2.7; E(X’*)=2.75. 


R=, 


% (一 


-| 


4. E(X 一 可. 


5. E(Y’)=5. 


z>0， 
z0. 
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6 (1) E(X)=0; (2) E(X—Y)=0; E(XY)=0. 
1 


స్‌ 
212 2 
8. E(XY)=3. 
న. 
9. Ap 一 1 十 广 In 5: 
习题 4-2 
_15, DVI 
1. D(X) 28; oCX) 1 


2. E(X)=0.57; D(X) 一 0.4531. 


3. E(X)=1; రిం స్టా 


4 పాస్తా 

5. బి౮౧ =91+ 

6. ECX’)=2. 

7. 了 略 . 

8. 分 布 律 : P{X=k} co(3] (3) 0 ౯00 =శ్టీ రి౮౦ =ళ్లీ, 

9. 最 多 3 袋 . 

10. 0.78. 

习题 4-3 

1. D(X+Y)=85; D(X—Y)=37. 

2. (1) 
x 一 1 2 于 “< 人 1 2 
Eo pi | 0.3 08 04 


(2) E(X)=0.2; E(Y)=0.8; D(X)=2.16; D(Y)=1.56; pxr 一 一 0.3595. 


3 యర్‌? 
Or 一 9 


4. (1) pxy 二 0; (2) X 与 了 不 相互 独立 . 


స్త DZ)=7: (2) pr టే 


5. (1) E(Z) 


6. 略 . 

习题 5-2 

1. 0. 9544. 

2. 0. 9082. 

3. (1) 0.6294; (2) 81. 
4. 0. 9544. 

5. 0. 0062. 


二 
6. 0. 7422. 
7 90. ] 
8. 1281. 213 
习题 6-1 
0， ls 
ప lzx<=2 
35 1<z<2, 
1. F(z)=1 间 ，2<x<3， 
次， 3 过 x 过 4， 
1， 并 之 4.。 
2. P{Xi = ౨న? = za X = x} = [[ Cp™ (1 — లా. 
i=l 
二 
i 0<x;<20, 
3. (2 922 రం గిం zr) fx, za) fu = (| (20—0™ న 
0, 其 他 . 
2n (1 
4. (1) (1 | ， 一 co<zri< 十 coi 
ol1 
[క 0<zx<1, 
(2) 61 22 wz) 一 Us 
0, 其 他 ; 
సల్లా, zi పాంం 
(3) FCzl zzz) 一 4 一 
0， 其 他 . 
习题 6-2 
ఈ 
2. D; 
3. B. 
4. C. 
కరే 
6. B. 
0. 
క్ష 
02, 
10. A. 


11. z=6. 83; $=0.3357. 
12. 0. 1498. 

18 622710. 

14. nn 至 少 是 35. 


率 论 与 数理 统计 (第 2 版 ) 


15. 一 1. 8125. 

16. 略 . 

17. 略 . 

18. 0.94. 

19 జాకి 

20. 略 . 

习题 7-2 

121508; =8046. 67. 

2. A =z=1.2; D(X)=0,41; p=2.4. 
3. 证 明 略 .人 = . 


4 极 大 似 然 信 计 量 户 一 తా, 算 估 计量 让 =， 


Sew, 
1 一 1 


; 极 大 似 然 估计 值 一 


7 一 V13 


5. 矩 估计 值 全 గ 


2 8 

3. 证 明 略 . fo 最 有 效 . 

4. (1) చాయి) ,不 是 wz 的 无 偏 估 计 ; (2) నా! 是 的 无 偏 估计 . 
| 

2 


6. 略 . 
క్ష 


5.C 


nl 772 
a= ; b= ॥| 
న m 二 nz 


习题 7-4 

72256. 

(1) (ఓ 121.2. 129); (2) (2.1175,2.1325). 
(4. 78586. 2141); (1. 8248 ,5. 7922). 
(55. 204,444. 037); (7. 43.21. 07). 
(-6. 185.17. 685). 

(క. 7333. 047). 

(0. 0032 .0. 1290). 

. (0. 5696 ,0. 6304). 

习题 8-1 

1. 小 概率 事件 . 


i i 


2 
కలా 
5. వాటాల క్రై 2. 54 或 时 < 二 


7. B. 

8. 新 工艺 对 产品 的 长 度 值 没有 显著 性 影响 . 

9. 可 以 认为 这 批 打印 机 不 合格 . 

10. 不 能 认为 厂家 提供 的 寿命 可 靠 . 

11. 不 能 认为 厂 方 的 断言 是 正确 的 . 

2. || 22. 06862. 2622 677. Ho ,认为 这 两 种 降 糖 药 的 疗效 无 显著 性 差异 . 

13. 二 29. 187, 不 能 认为 这 批 桶 装 水 质量 的 方差 是 20(kg?). 

14. F 一 扫 <1.792,Fuus (12,.14) 一 人 43, 新 生产 工艺 下 面包 的 糖 含量 的 稳定 性 有 显著 
提高 . 

15. 检验 Ho: ౮16 , = 


乙 的 精度 是 比 甲 的 高 . 


Si _ 0.1787 
如 = 0281T 一 6. 359» Fo.os (5,6) 一 4. 39, 拒绝 媚 , ,不 能 认为 


16，(1) 平均 净 质 量 Ho 422. 125,520. 0153. 17] = జ =(౮ 75620402 (1) = 
2. 2010, 接 受 5 (2) శారి రొ :లి =ా0. 1 గ = ఉలితో 0, 2075,84 గ. 
శ 


2 
17. (1) Ho: ణ=ణే,= మై =0, 6585, 540 (7,6)=5.7, Fo (6,7)==5. 12, 接 受 క్యా; 


S2 
(2) Ho pa = 六,T= 一 二 > 一 0. 540002 (13) 一 2. 16 ,接受 Ho. 
శః 
Ss /二 十 二 
nm nz 
所 以 ,认为 甲乙 两 台 机 床 生 产 的 产品 的 质量 是 相同 的 . 
习题 8-3 


1. |z| 二 1.12 过 1.65, 可 以 认为 . 
2. | *| ౦. 232462. 245 ,可 以 接受 . 


> 
వాత 
య మా 


3. || 2.041. 96 ,可 以 认为 该 城市 拥有 小 汽车 家 庭 的 比率 大 于 40%. 
4. u 之 一 3.06EW ,不 能 接受 . 
216 习题 8-4 
1. H,:P(X=i)=0.2(i 二 1,2,3,4,5),X 二 1,Xi.os (4) 二 9. 488, 接 受 再 ,认为 政府 的 
接待 日 与 星期 几 无 关 . 
2. 可 以 认为 每 分 钟 内 通过 商场 人 口 的 人 数 服从 泊 松 分 布 . 
3. 可 以 认为 混凝土 抗 压强 度 X 服从 指数 分 布 . 
ఉ 可 以 认为 电阻 X 服从 正 态 分 布 . 
习题 9-1 
1. 认为 各 个 班级 的 平均 分 数 无 显著 差异 . 
2. 认为 这 四 种 不 同 的 储藏 方法 对 粮食 的 含水 率 没有 显著 影 
3. 认为 这 五 种 不 同 的 施肥 方案 对 农作物 的 收获 量 是 有 特别 显著 的 影响 . 
4. 略 . 


4. (1) $=—32. 38 十 1. 270, (2) U=41053. 131, Q=9040. 869; =282. 527. 
(3) 线性 回归 关系 是 显著 的 . 

5. (1) 3 二 9.237 十 1. 436zx; (2) 线性 回归 关系 是 显著 的 . 

6. (1) y 一 一 144. 5574 十 120. 7498z; (2) 线性 回归 关系 是 显著 的 ; 
(3) (9. 8083,17. 3537). 

7. 
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